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RÉALISATION DE MORPHISMES DONNÉS EN COHOMOLOGIE

ET SUITE SPECTRALE D'EILENBERG-MOORE

PAR

MICHELINE VIGUÉ-POIRRIER

Résumé. On construit une suite d'obstructions à la réalisation par une application

entre types d'homotopie rationnelle, d'un morphisme donné en cohomologie. On

donne, sous des hypothèses de finitude, des conditions simples d'existence de

réalisation. On montre aussi que, pour des algebres différentielles commutatives

graduées sur un corps de caractéristique 0, la réalisation d'un morphisme donné en

cohomologie dépend, en général, du corps de base. La technique utilisée est la

construction du modèle minimal bigradué d'un homomorphisme d'algèbres com-

mutatives graduées, puis du modèle filtré d'une application continue, par déforma-

tion des différentielles du modèle bigradué de l'application induite en cohomologie.

Cette construction est utilisée pour donner une méthode explicite de calcul de la

suite spectrale d'Eilenberg-Moore (E¡, d¡) d'un carré fibre. On en déduit des critères

pour que d¡ = 0, / > 2.

Dans [12], S. Halperin et J. Stasheff étudient le problème suivant: étant donnés

deux C.W. complexes de type fini simplement connexes et un isomorphisme /:

H*(S, Q)*-//*(T, Q), peut-on réaliser/ par une équivalence d'homotopie entre

les types d'homotopie rationnelle de S et T1 Ils construisent une suite d'obstruc-

tions On( f) à la réalisation d'un tel isomorphisme et montrent que /est réalisable si

et seulement si toutes les obstructions On(f) sont nulles. Ils donnent aussi des

formules explicites pour le calcul de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore E2 =

Tor„.w(Q, Q) => H*(ttX).
L'origine de notre travail était de généraliser l'étude de S. Halperin et J. Stasheff;

nous nous sommes posée les questions suivantes:

Problème 1. Soient 5 et F deux C.W. complexes nilpotents de type fini et soit/

un homomorphisme d'algèbres H*(S, Q) *— H*(T, Q). Est-ce que / est réalisable

par une application (définie à homotopie près) entre les types d'homotopie ration-

nelle de S et F?

Nous définissons, ici aussi, une suite d'obstructions On(f) à la réalisation d'un tel

homomorphisme, chaque On(f) est une variété algébrique affine et nous avons:

Théorème. Si H \T, Q) = 0 et s'il existe un entier m > 1 tel que HP(S, Q) = 0,

p > m. Alors f est réalisable si et seulement si pour tout n, 0 G On + x(f).
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Corollaire 3.1.5. S'il existe un entier l > 1 tel que HP(T, Q) = 0, 1 < p < /, et

HP(S, Q) = 0, p > 3/ + 1, alors tout morphisme f: H*(T, Q)-+H*(S, Q) est

réalisable.

L'outil privilégié pour l'étude d'un tel problème est la théorie du modèle minimal

de D. Sullivan [17]. Cette théorie établit une équivalence de catégories entre la

catégorie homotopique rationnelle ÎTq (voir [14]) dont les objets sont les Q-espaces

ayant le type d'homotopie d'un C.W. complexe de type fini, et la catégorie <3tItQ des

Q-algèbres différentielles graduées minimales nilpotentes de type fini. A un espace

T G Sq, on associe une algèbre minimale (AXT, dT) sur Q dont la cohomologie est

isomorphe à la cohomologie singulière rationnelle de T, et qui décrit entièrement le

type d'homotopie rationnelle de T.

Dans la catégorie 91t* des algebres différentielles graduées minimales nilpotentes

de type fini sur un corps k de caractéristique 0, nous poserons un problème

analogue au problème topologique:

Soient (A, dA) et (A', dA) deux objets de 91L*, et soit ß un homomorphisme

d'algèbres H*(A, a^) —> H*(A', dA). Est-ce que ß est réalisable par un morphisme

d'algèbres différentielles graduées a: (A,dA)^*(A', dA)1

Proposition. Soient S et T deux espaces nilpotents ayant le type d'homotopie d'un

C. W. complexe de type fini. Soit f un morphisme H*( T, Q) -^ H*(S, Q). Alors f est

réalisable si et seulement si le morphisme correspondant f: H*(AXT) —* H*(AXS) est

réalisable dans 91Cq. (AXT (resp. AXS) est le modèle minimal de T (resp. de S).)

Nous sommes alors ramenée à étudier un problème purement algébrique.

Une autre question se pose ensuite:

Problème 2. Soient (A, dA) et (A', dA) deux objets de 91LA, soit/ un homomor-

phisme: H(A, dA) —> H(A', dA), et soit K un corps contenant k. Supposons que

f ® \K soit réalisable, est-ce que/est réalisable?

Dans [12], Halperin et Stasheff ont montré que si / est un isomorphisme et si

/ ® lj^ est réalisable, alors/est réalisable.

Par contre, dans le cas général, la réponse au Problème 2 est non; nous avons:

Exemple 3.2.2. Soit H = A(x,, x2, x3)/(x2, xlx2, xl) la Q-algèbre graduée en-

gendrée par les générateurs x, en degré 12, x2 en degré 15, x3 en degré 26. Il existe

des Q-algèbres différentielles graduées (A, dA) et (A', dA) de cohomologie H telles

que le morphisme/: H —> H défini par/(x,) = 0,f(x2) = 0,f(x3) = x3 est réalisable

sur R, et non sur Q.

Problème 3. Peut-on construire un modèle filtré d'une application continue qui

permettra de donner des formules simples pour le calcul de la suite spectrale

générale d'Eilenberg-Moore?

Nous résolvons ce problème en donnant une méthode explicite de calcul qui

n'utilise pas la bar construction et qui permet de connaître la cohomologie de

l'espace total d'un fibre image réciproque, ou la cohomologie de la fibre d'un fibre

de Serre.

Soient F —» £—> B un fibre de Serre et g: B' —» B une application continue, on

suppose que les espaces sont connexes par arcs. Soit F —» £" —» B' le fibre image
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réciproque. Nous exhibons une ADGC filtrée, modèle de E', et nous définissons

une suite spectrale associée à la filtration de cette ADGC, nous démontrons

(Théorème 4.2.5) qu'elle est isomorphe, par un isomorphisme d'ADGC à partir du

terme E2, à la suite spectrale d'Eilenberg-Moore définie dans [16].

Nous donnons de nombreuses applications de ce théorème. Nous étudions des

relations entre la propriété "E2 = E^" pour la suite spectrale de Serre du fibre

F —> E —> B et la propriété "£2 = Ex" pour la suite spectrale d'Eilenberg-Moore.

Nous donnons des conditions pour que la fibre d'une application formelle soit

formelle (Théorème 4.4.4).

Le plan de cet article est le suivant: Dans le Chapitre I, nous ferons des rappels

sur la théorie des algebres commutatives différentielles graduées. Dans le Chapitre

II, nous définissons la notion de modèle minimal bigradué d'un morphisme

d'algèbres graduées, puis la notion de modèle filtré d'un morphisme d'algèbres

différentielles graduées. Cette construction du modèle filtré sera utilisée dans le

Chapitre III pour définir la notion de «-réalisabilité (n > 0); on y définit une

obstruction à prolonger une «-réalisation en une n + 1-réalisation. Ceci nous

permet de démontrer le Théorème 3.1.5. On donne aussi des formules permettant

de comparer les obstructions correspondant à deux «-réalisations distinctes pour

n = 1 et n = 2. On démontre alors le Théorème 3.1.8, ainsi que les théorèmes

concernant le changement de corps de base. Dans le Chapitre IV, nous utilisons

notre construction du modèle filtré d'une application continue pour résoudre le

Problème 3.

Je remercie Dennis Sullivan qui m'a initiée à la théorie de l'homotopie ration-

nelle, Stephen Halperin qui m'a posé les questions qui ont été le point de départ de

ce travail, et a guidé mes recherches sur ce sujet, enfin Daniel Lehmann qui a porté

un intérêt constant à mon travail et dont les conseils m'ont permis d'améliorer bon

nombre de mes résultats.

Chapitre I. Préliminaires algébriques

Dans toute la suite, on considère des /c-algèbres graduées où k est un corps de

caractéristique 0 et l'indice de la graduation parcourt N. Ces algebres sont com-

mutatives dans le sens suivant: si H = 0 >0 Hp est une /c-algèbre graduée si

a G H" et b G Hq, alors b.a = (-Ifa.b.

On notera \a\ le degré de a.

Une algèbre commutative graduée est dite connexe si H° = k.

Une algèbre différentielle graduée commutative (notée ADGC) est une algèbre

commutative graduée, A, munie d'une différentielle d: Ap —* Ap+l vérifiant d(a.b)

= da.b + (-\pa.db, et d2 = 0.

La cohomologie de (A, d) est l'algèbre commutative graduée H(A) donnée par

H(A) = Kerayima\

Une algèbre différentielle graduée (A, d) est dite c-connexe si H°(A) = k.

Une algèbre graduée H = © Hp est dite de type fini si les espaces vectoriels Hp

sont de dimension finie pour tout p.

Si un morphisme d'ADGC induit un isomorphisme en cohomologie, on dit que

c'est un quasi-isomorphisme.
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Si (A, dA) et (B, dB) sont deux algebres différentielles graduées, on définit

l'algèbre différentielle graduée A ®k B muie de la différentielle d produit tensoriel

de dA et dB de la manière suivante:

(a 8 b). (a' 8 b') = ( -l^^'W 8 bb',

d{a®b) = dAa®b + (-\t\a®dBb

où a E A, a' E A, b E B, b' E B.

Si X = ® P>0XP est un /c-espace vectoriel gradué, on notera AX, l'algèbre

commutative graduée libre suivante:

AX = s(© A-2")® £(© X2^1)    où5(©X^)

est l'algèbre symétrique engendrée par les éléments de degrés pairs de X, et

£(© Ar2/'+l) est l'algèbre extérieure engendrée par les éléments de degrés impairs.

Définition 1.1 [11]. Soit (B, dB) une ADGC munie d'une augmentation e:

B -^ k. Une extension de Koszul-Sullivan (en abrégé K-S extension) de base B est

une suite d'ADGC:

(B,dB)^(B®AX,d')^(AX,d")

ayant les propriétés suivantes:

(1) A A" est une algèbre libre, il existe un ensemble bien ordonné / tel que

X = ffi aG/ Xa, et pour tout a, il existe na tel que Xa c X"° (i.e. les éléments de Xa

sont homogènes de degré na).

(2) d'(Xa) eB® A(®B<a XB), a El.

(3) L'inclusion i et la projection p = e 8 1 sont des morphismes d'ADGC.

Une K-S extension est dite minimale si na est une fonction croissante de a.

Si B = k, une algèbre libre (AX, d) vérifiant (1), (2) et (3) est appelée une K-S

algèbre libre.

Définition 1.2. Notion d'homotopie [11]. Soit

(B, dB)^(B 8 AX, d')^(AX, d")

une K-S extension dont la base (B, dB) est une K-S algèbre libre connexe et dont la

fibre AX est connexe.

Soit Tj: (G, dG)—*(E, dE) un morphisme d'ADGC, et soient (<>,■)>—o,i et (^/)y-o,i

des morphismes d'ADGC rendant les diagrammes suivants commutatifs:

(B, dB) 4     {G, dc)

inclj, |t/

(B®AX,d')     ->■     (£,¿£)

y = o, l.
Si Ä^ (AZ, d), on définit l'ADGC (£', D) comme étant l'ADGC (AZ ® AZ

® ADZ, D)où

(0 £Jaz = 4
(ii) Z est l'espace gradué défini par Zp = Zp+i.
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Une dérivation i de degré - 1 est définie par iz = z, iz = 0, iDz = 0, alors

cM¡D + Di). f (JSutBir
«=o n-

est un automorphisme de l'ADGC (B1, D); (la somme 2^°(/Z) + Di)"(x)/n\ est

finie, pour tout x E B1).

Soit A0 l'inclusion (AZ, d) -h» (AZ 8 AZ 8 ADZ, D), et posons

A, = exp(/Z> + D^Xq.

On définit de même l'ADGC [(B 8 AX)7, £>'].

Le couple (^0, <>0) est dit homotope au couple (yirx, <¡>x) s'il existe un carré

commutatif de morphismes d'ADGC

(B',D) *      (G,dc)

inclj, |tj

((fi 8 AX)', D)     X     (E,dE)

tel que * ° (A,)fl = fy et $ ° Xj(B(g>AX) = <f»,,/ = 0, 1.

Si B = /c = G, alors $ est une homotopie de <f>0 à <J>,.

On peut alors énoncer le théorème d'existence et d'unicité du modèle minimal

d'un morphisme d'ADGC. Ce théorème démontré dans [11] et [17], généralise la

notion de modèle minimal d'une algèbre différentielle graduée.

Théorème 1.3. Soit y: (B, dB) —»(is, dE) un morphisme d'ADGC c-connexes.

Alors il existe une K-S extension minimale de base B: (B, dB)^>(B 8

AX, a") -^ (AX, d") et un morphisme <f>: (B 8 AX, a") -♦ (E, dE) tel que

(i) é> ° i = y,
(ii) <i>* est un isomorphisme.

On montre qu'une K-S extension minimale de base B vérifiant (i) et (ii) est

unique à isomorphisme près. Elle est appelée le modèle minimal de y de base B.

On déduit du Théorème 1.3 le théorème suivant:

Théorème. 1.4. Soit y: (G, dc) —»(¿s, dE) un morphisme d'ADGC c-connexes.

Alors il existe une K-S algèbre libre minimale (AZ, d) et un morphisme xp: (AZ, d)

—* (G, dG) et il existe une K-S extension minimale de base (AZ, d): (AZ, a")—>(AZ

8 AX, a") A (AX, d") et un morphisme <t>: (AZ 8 AA", a") -> (E, dE) tels que:

(i) $ o | = y o ^

(ii) \p* et <¡>* sont des isomorphismes.

De plus, on a un critère d'unicité d'une telle extension.

La K-S extension minimale: (AZ, a1)—>(AZ 8 AX, a") est appelée le modèle

minimal de y.

Définition 1.5. Une K-S algèbre libre minimale (AA", d) est dite nilpotente si la

fonction: / 3 a ~^> na G N est finie en chaque dimension. Si, de plus, Xa est de

dimension finie pour tout a, on dit que l'algèbre est nilpotente de type fini.
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On définit alors la catégorie 911^ dont les objets sont les K-S algebres minimales

nilpotentes de type fini et les morphismes sont les classes d'homotopie de mor-

phismes.

Soit maintenant F'-» ¿s —> B un fibre de Serre dont les espaces sont connexes par

arcs. Si k est un corps de caractéristique 0 fixé, on note, pour tout espace connexe

M, A(M) = A*(M) ®Q k où A*y(M) est la Q-ADGC définie par Sullivan à l'aide

des P.L. formes [14], [17].

D'après le Théorème 1.3, le morphisme A(f): A(B)-+A(E) a un modèle

minimal de base A (B):

AU) A(j)
A(B)       -+ A(E) -* A(F)

Il T<p

A(B)      -^      A(B)®AU      A      (AU, d)

et le morphisme <p induit un morphisme a: (AU, d) —* A(F).

Théorème 1.6 [11]. Supposons que:

(1) H*(B, k) ou H*(F, k) soit de type fini,

(2) "ïïx(B) agit de manière nilpotente sur H*(F, k).

Alors a* est un isomorphisme, donc a: (AU, d) —» A(F) est le modèle minimal de

F.

Soit maintenant une application continue g': B' —» B où B' est connexe par arcs,

et soit F—>£" = B' XB E^>B' le fibre image réciproque. Alors A(g): A(B) —>

A(B') est un morphisme d'ADGC et on peut considérer l'ADGC: A(B')®A(B)

(A(B) ®k AU)^A(B')®kAU. Alors A(B') -> A(B') 8 AU-> AU est une K-S

extension minimale et on a un diagramme commutatif d'ADGC:
i

A(B')     A(V A(E') -+     A(F)

Il î<Pi î«
A(B')       ->       A(B')®AU     -►      AU

On déduit du Théorème 1.6 et d'un théorème d'isomorphie:

Théorème 1.7 [11]. Supposons que:

(1) 77,(5) agit de manière nilpotente sur H*(F, k),

(2) ou bien H*(F) est de type fini, ou bien H*(B) et H*(B') sont de type fini.

Alors rpf est un isomorphisme, donc A(B') —> A(B') ®A(B) (A(B) <8>k AU) est le

modèle minimal de base A(B') de A(f').

Chapitre IL Le modèle minimal bigradué d'un morphisme d'algèbres

GRADUÉES ET LE MODÈLE FILTRÉ D'UN MORPHISME D'ALGEBRES

DIFFÉRENTIELLES GRADUÉES

1. Modèle minimal bigradué d'un morphisme d'algèbres commutatives graduées.

Dans [12], Halperin et Stasheff construisent le modèle minimal bigradué d'une

algèbre H connexe, vérifiant les propriétés suivantes:
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Théorème 2.1.1 (Halperin-Stasheff). // existe des espaces gradués (Z,)1>0 et une

différentielle d homogène de degré inférieur — 1 sur AZ = A(©(>0 Z(), /'/ existe un

morphisme d'ADGC p: (AZ, d) -> (H, 0) nul sur A(©,>0 Z,) tel que:

(1) p*: H0(AZ, d) —» H est un isomorphisme.

(2) H + (AZ, d) = 0.
p

(3) (AZ, d)-^> H est le modèle minimal de H.

Soient H et //' deux algebres commutatives graduées connexes (sur un corps k)

et ß un morphisme H dans //'. On suppose, dans toute la suite, que ß1: //' —> H'1

est injective. Si ß est le morphisme induit en cohomologie par un fibre de Serre /:

E —> B à fibre connexe, cette hypothèse est satisfaite.
p

Soit  donc  (AZ, d)-* H  le  modèle  minimal   bigradué  de  H  donné  par  le

Théorème 2.1.1. On va construire un modèle minimal de ß vérifiant les conclusions

du Théorème 1.4, tel que A A' soit bigradué

H —* H'

PÎ ÎP
i p

(AZ, d)     ->     (AZ 8 AX, a")     -*     (AX, d")

On va définir des espaces bigradués X0, Xx, . . . , Xn, ... et on posera X =

© „>o xn- Si Yn = zn ® Xn> on construira une différentielle a" sur A Y = A(© Y„)

= AZ 8 AAf abaissant la graduation inférieure de AT de un. L'application p' sera

définie sur A Y0 = AZ0 8 AA*0, de façon que pi = ßp et prolongée par 0 sur Yn,

n > 1. On écrira

Z(n) =  ©  Z„    A-(n) =  ©  A",,    et    F(n) =  ©   (AT,. ® Z,).
/' <n i <n i <n

Pour tout /7, la sous-algèbre Á Y(n) est stable par ¿/' et on note

(Ay(n)),nKera-'
H,(A Yin), d') =    J"/'^,   x-,-    pour / > 0

et on vérifie que //(A Y(n), d') = © l>0 //,(A r(n), a"').

La différentielle a" et le morphisme p seront construits de façon que les

conditions (c,) suivantes soient vérifiées:

(c0) p': A y0 = AZ0 8 AA^o -» //' est surjective,

(c,) p'*: H0(A Y(X), a") -^ //' est un isomorphisme,

(c„) p'*: H0( A Y,n), a") -^ H ' est un isomorphisme, et H ¡(A Y{n), a") = 0 pour

1 < i < n et « > 2.
Nous allons maintenant expliquer la construction un peu technique des Xn, de a"

et de p'.

Construction en degré 0. Soit Z0 = H + / H +. H + l'espace des générateurs de

l'algèbre H et m la projection: H + ̂  Z0. De même, on définit Z¿ = H'+/H'+. H' +

et 7t' est la projection: //'+ —> Z0.

Le morphisme /S induit une application linéaire ß: Z0 —> Z¿ telle que ^7r = tr'ß.

Soit p la projection de Z¿ sur Coker ß.

On pose alors A"0 = Coker ß et a" = 0 sur Ar0.
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Soit o une section de la projection \xm': H'+ —> X0 = Coker ß.

On définit alors p': A Y0 = AZ0 8 AX0 —> //' par ses restrictions à AZ0 et AA^,

onposep'|Zo= ßp,p'\Xo = o.

On vérifie que p': AY0—> H' est surjective car, par construction, l'espace

vectoriel Z¿ est engendré par tr'ßp(Z0) et 7r'a(A'0).

Construction en degré 1. La condition (c,) sera vérifiée si et seulement si on a

Ker p' = d'((AY)x). Notons d(Zx).AY0 l'idéal engendré par dZx dans AY0 et

L, = Ker p'/a"(Z,).Ay0 est un Ay0-module gradué. On a L, = © n>0 L" et on

vérifie que L\ = 0 car (Ker ß)1 =0.

On pose alors Xp = (L,/A+yo.L,y+1 pour p > 1, A", = © Xp, Yx =

© p(Zpx © A"f ). (Ar, est l'espace des générateurs du A yo-module Lx.)

On définit a": Xx —> Ker p' C A70 en choisissant une section de la projection

Ker p' — L. -» A', -* 0.

Onposea"|z =a,etp'|r =0.

Il est clair que a" est une différentielle sur A y(1), homogène de degré inférieur

-1, et on a p'a" = 0.

Il est facile de voir que la condition (c,) est vérifiée, et de plus on a: d'(Xx) c

Ker/? + A+y0.A+y0 c Z0 + A + y0.A+y0.

Construction en degré n > 2. Supposons que (A y(n), a") ait été construit pour un

certain n > 1 de façon que le diagramme suivant soit un diagramme commutatif de

morphismes d'ADGC:

H i H'

PÎ ÎP'

(AZ(n),d)     -»     [(AZ8AA-)(n),a"]

On remarque que

//„(AZ 8 AA"(n), a") =
(AZ 8 AX(n))n n Ker d'

a"([AZ8AA-(n)]n + 1)

est un H0(AZ 8 AA"(n))-module gradué.

On pose alors

*;+i =[//„(AZ 8 AA-(n))///0+(AZ 8AA-(n)).//„(AZ 8 AA"^)]""1

et Arn+I = © AX,.,, on définit a": A-^, ->(Ay(n) n Kera")J+1 comme étant une

section de la composée t„ des projections

(AZ 8 AX(n))n n Ker a" -» //„(AZ 8 AA"(n)) -» A"n+,.

On pose a"|z     = d et p'| y     =0.

Lemme 2.1.2. (i) (AY)n n Ker a" c Z„ + A + y.A + ypowr tout n > 1.

(ii) r„ - ©,>, Yp pour tout n > 0.

(iii) Leí conditions (c„) so«/ vérifiées pour tout n > 0.

(iv) a"(A-n+1) C Z„ + A+y.A+ypoM/- <o«i « > 0.

Démonstration. Elle est analogue à celle du Lemme 3.6 de [12].

On peut maintenant énoncer le théorème d'existence et d'unicité du modèle

minimal bigradué d'un morphisme.
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Théorème 2.1.3. (1) Existence. Soient H et H' deux algebres commutatives

graduées connexes et ß: H —> H' un morphisme d'algèbres graduées injectif en degré

1. A lors il existe un modèle minimal bigradué de ß

ß
—» H'

PÎ ÎP'

(AZ, d)     -»     (AZ 8 AX, a")     A     (AX, d")

De plus:

(i) p*: H0(AZ, d)^>H et H + (AZ, d) = 0,

(ii) p'*: H0(AZ 8 AA\ a")^ //' et H + (AZ 8 AA\ a") = 0.

(2) Unicité. Supposons qu'il existe un modèle minimal de ß

ß
H -» //'

PÎ ÎP'

(AW,i)     U     (A H/ 8 AT, S')     X     (AT, 8")

tel que

(i) W = © Wp est bigradué et 8 est homogène de degré inférieur — 1.

(ii) T = © Tp est bigradué et 8' est homogène de degré inférieur — 1 dans

A W 8 A T.

(iii)p*: H0(AW,8)^ H,H + (AW) = 0,[i(AW+) = 0.
(iv)p'*: H0(AW 8 A/A')- //', H+(A W 8 AT) = 0, p'[(AW ® AT) + ] - 0.

/I/o« ;7 existe des isomorphismes d'ADGC:

f: (AZ, ^-»(Alf, 8), 9: (AZ ® AX, d') ^ (AW ® AT, 8'),

77: (AX, d") —> (AT, 5"), homogènes de bidegré 0, rendant commutatifs les carrés

suivants:

incl P

(AZ, rf)      «^      (AZ 8 AA\ a")      -^     (AA", d")

Si si in
(AIT, 5)      «^      (AIT 8 AT, ô')     -♦     (AT, ô")

De plus, p' = ¡i'9 et p = pf.

Démonstration. (1) Existence. Les parties (ii) et (iii) du Lemme 2.1.2. montrent

que (AZ, d) —* (AZ 8 AAf, a") —» (AX, d") est une K-S extension et que les con-
p

elusions (l)(i) et (ii) du théorème sont vraies. De plus, (AZ, a")—> H est le modèle

minimal de H et la partie (i) du Lemme 2.1.2 montre que la K-S extension est

minimale. C'est donc le modèle minimal de ß.

(2) Unicité. Dans [12], Halperin et Stasheff prouvent l'existence d'un isomor-

phisme f tel que p = pf. Par la même méthode, on montre l'existence d'un

morphisme d'ADGC 0: AZ 8 A A" -» A W 8 AT bihomogène de degré 0 tel que

Oi = jS et p = ¡l'0. Par passage au quotient, 9 définit un morphisme d'ADGC tj:

(AA", d") —»(AT, 8"), bihomogène de degré 0 et on a rjp = q9. Des théorèmes

d'isomorphisme entre K-S extensions minimales de [11], on déduit que tj est un

isomorphisme, puis que 9 est un isomorphisme.
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Définition 2.1.4. La K-S extension minimale (AZ, d) —> (AZ 8 AA", a") définie

par le Théorème 2.1.3 s'appelle le modèle minimal bigradué de ß.

Remarques 2.1.5. (1) Si H = k et ß est l'inclusion k -» H', alors AZ = k, et la

construction précédente est celle de Halperin-Stasheff [12].

(2) Si ß est un isomorphisme, la construction précédente donne que X = 0, et
ßp

(AZ, d) -h> H' est le modèle minimal bigradué de //'.

(3) Par construction, on a X0 = 0 si et seulement si ß est surjective.

(4) En général, la K-S algèbre libre (A Y, a") n'est pas minimale, comme on le

verra sur des exemples. Cependant, on a le résultat suivant:

Proposition 2.1.6. (A y(1), a") est minimale si et seulement si

ß-\H' + .H' + ) c H+.H+.

p'
Corollaire 2.1.7. Si H est une algèbre libre, alors (AY, a")-> //' est le modèle

minimal bigradué de //' si et seulement si ß~l(H' + .H'+) G H + .H+.

Exemple 2.1.8. Soit H une algèbre commutative graduée connexe telle que

H ' = 0, et soit ß la projection: H -» k = H°.

Soit

ß
H -» k

ÎP ÎP'
(AZ, d)     -*     (AZ 8 AA-, a")     -»     (AX, d")

le modèle minimal bigradué de ß.

Notons Q(d') l'application linéaire induite par a" sur l'espace vectoriel Z © A"

des éléments indécomposables.

On peut montrer que Q(d') est un isomorphisme de Xp sur Z¡jt\, et que d" = 0.

Remarque 2.1.9. L'exemple précédent montre que, en général, H+(AX, d") =£ 0.

La A'-S1 algèbre libre minimale bigraduée (AA', d") n'est pas le modèle minimal

bigradué, au sens du Théorème 2.1.1, d'une algèbre commutative graduée. On

verra, au Chapitre IV, que l'hypothèse que H+(AX, d") = 0 est forte.

2. Modèle filtré d'un morphisme d'algèbres différentielles graduées. Dans [12],

Halperin et Stasheff démontrent le théorème suivant:

Théorème 2.2.1. Soit (A, dA) une ADGC c-connexe, et soit (AZ, d) une ADGC

telle que AZ = A(®p>0. n>0 Zp) est bigradué et d est homogène de degré inférieur

- 1, et soit p un morphisme d'ADGC (AZ, d) -^ H(A) tel que p(AZ + ) = 0. On

suppose que les conditions (c„)n>0 du paragraphe 1 sont vérifiées, pour le morphisme p:

(AZ, d) —» H(A). (On ne suppose pas que (AZ, d) est minimale.) Alors il existe une

ADGC (AZ, D) et un morphisme -n: (AZ, D) -» (A, dA) tel que:

(EX)D- d:Zn^Zl<n_2(AZ)„n > 0,

(E2) cI(ttz) = p(z) si z G AZ0,

(E3) w* est un isomorphisme.
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De plus, si 77': (AZ, O') —» (.4, dA) vérifie les conclusions (E,),_, 2 3, alors il existe

un isomorphisme <f>: (AZ, D) —> (AZ, D') tel que

««fr-idrZ^S^.iAZ),,
(ii) 7r'<i> est homotope à it.

tr

(AZ, D)^>(A, dA)  est  appelé  un   modèle   filtré  de  (A, dA).   Si  (AZ, d)  est
77"

minimale, (AZ, D)—>(A, dA) s'appelle le modèle filtré de (A, dA). C'est une K-S

algèbre libre, non minimale en général.

Dans toute la suite, on filtrera l'algèbre bigraduée AZ de la manière suivante

F"p(AZ) = 2„<p (AZ)„,p > 0, et F + i = 0. C'est une filtration décroissante, et la

différentielle D préserve la filtration.

La démonstration du Théorème 2.2.1 repose, de manière fondamentale, sur le

lemme suivant:

Lemme 2.2.2 [12]. Soit H une algèbre graduée connexe, soit (AZ, d) une ADGC

telle que AZ = A(©/)>0. n>0 Zp) est bigradué et d est homogène de degré inférieur

— 1, et soit p un morphisme d'ADGC:  (AZ, d) —» H tel que p(AZ+) = 0.  On

suppose que les conditions (cn)n>0 du paragraphe   1   sont vérifiées.  On fixe  une

application linéaire tj: H —» AZ0 tel que pr\ = iàH. Soit (AZ(n), D) une ADGC telle

que D - d:  Z, -» T_(/-2)(AZ), 0 < / < n. Alors, si u G F~("_,)(ÄZ) et vérifie

Du = 0, il existe v G F~"(AZ) et a E H tels que u = Dv + t}(a).

p
Corollaire 2.2.3. Soit (AZ, d)^> H vérifiant les hypothèses du Lemme 2.2.2. Soit

(AZ, D) une ADGC telle que D - d: Z„ — T"(""2)(AZ), n > 0. Alors l'inclusion

X: AZ0^> AZ induit un isomorphisme

X*: H0(AZ, d) = AZ0/a-[(AZ),] -» //(AZ, D).

On définit ainsi un isomorphisme p*(X*)~K. //(AZ, D) -* H.

Démonstration du corollaire. D'après le Lemme 2.2.2, X* est surjective.

L'injectivité découle des conditions (c„).

Enonçons maintenant le théorème fondamental d'existence et d"unicité" du

modèle filtré d'un morphisme d'ADGC.

Théorème 2.2.4. Soient (A, dA) et (A1, dA) deux ADGC c-connexes, et soit a:

(A, dA) —» (A', dA) un morphisme d'ADGC tel que a* est inject if en degré 1. Soit

»
H(A)   _   -* H (A')

Pî ÎP'
(AZ, d)     -»     (AZ 8 AA-, a") = (A Y, a")

le modèle minimal bigradué de a* défini au Théorème 2.1.3.

Soit (AZ, D) —» (A, dA) le modèle filtré de A défini au Théorème 2.2.1.

(1) Existence. Alors il existe une ADGC (AZ 8 AA", D') et un morphisme -n':

(AZ 8 AX, /}')-» (A', dA.) vérifiant les conditions:

(E,) D' - a": Yn -» F~(n-2\AY),

(E2)cln'(y) = p'(y),yEAY0,

(E3) it'* est un isomorphisme.
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De plus, le diagramme suivant est commutatif:

(A,dA)       A (A',dA)

77-f f7'

(AZ, D)     -U     (AZ ® AX, D')

i = inclusion et (AZ, D)-U(AZ 8 A A", D')^>(AX, D") est une K-S extension.

(2) Unicité: Supposons qu'on ait un diagramme commutatif

(A,dA)       A (A', dA.)

7r| t7?'

(AZ, D)     -U     (AZ ® AX,D')

où les couples (AZ, D)^>(A, dA) et (AZ ® AX, D')-*(A', dA) vérifient chacun les

conditions (E,), (E2), (E3).

Alors il existe un isomorphisme <(>'■ (AZ, D) —>(AZ, D) et un isomorphisme <j>':

(AZ 8 AA", D') -» (AZ 8 AA", D') tels que:

(i) <¡> — idAZ et <j>' — idAZSlAX font décroître strictement la filtration.

(ii) 4,'i = i*.
(iii) le couple (77<i>, 7?'^') est homotope au couple (77, 77').

Démonstration. (1) Existence. On construit D' et 77' par récurrence sur Y0 = Z0

© A'0, . . . , y„ = Zn © Xn, .... Sur Zn, on prendra D' = D et 77' = air. On con-

struira D ' et 77' sur Xn par une méthode analogue à celle utilisée pour construire D

et 77 sur AZ: (voir [12], démonstration du Théorème 4.4). Les axiomes (E,) et (Ej)

sont bien vérifiés. Si À'* est l'isomorphisme: H0(AY, a") -^ H(AY, D), la condition

(E2) implique que 77'* = p'*(X'*)~\ donc 77'* est un isomorphisme.

(2) Unicité. D'après le Théorème 2.2.1, il existe un isomorphisme <f>: (AZ, D)—»

(AZ, D) tel que <¡> — id fait décroître la filtration, et un morphisme 4>: (AZ, D)' —»

(A, dA) tel que $(A0)AZ = 77 et <&(À,)AZ = 7r<>.

On va construire un morphisme <ï>': (AZ 8 AX, D')' -^>(A', dA.) et un isomor-

phisme <f>': (AZ 8 AA\ D') —> (AZ 8 AX, D'), par récurrence sur le degré

inférieur. On posera sur Y0: <}>' = id, <ï>' = 77'; sur Z0 ©DZ0, on posera <!>' = a<I>, et

sur X0 © DX0 on fera la construction du Théorème 4.4 de [12]. Plus généralement,

on posera <î>' = a«î> sur Zn® Zn® DZn et <f>' = <f> sur Z„, et on construira ^' sur Xn

et $' sur Xn® Xn® D'Xn selon la méthode de [12]. Il est facile de vérifier que

®'Qh>)az®ax = 77' et ^'(^^AzigiAA- = *'<í>'- Par construction, on a 4>'/ = a<3>. Ceci

achève la démonstration du théorème.

Définition 2.2.5. La K-S extension libre

(AZ, D ) -U (AZ 8 A A", D ') A (AAr, D ")

vérifiant les conclusions du Théorème 2.2.4 s'appelle le modèle filtré de a.

3. Applications topologiques: modèle filtré d'une application continue.

Définition 2.3.1. Soient S et T deux espaces topologiques connexes par arcs et

soit / une application continue S —> T. Le modèle filtré du morphisme A(f):

A(T) -» A(S) s'appelle le modèle filtré de/ (relativement au corps k de caractéris-

tique 0 fixé).
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Définition 2.3.2. Un espace topologique connexe S est dit formel (sur k) si le

modèle minimal de A(S) est égal au modèle minimal de H*(S, k).

On démontre, [12] ou [17], que la notion de formalité est indépendante du corps

de base. Sullivan démontre que tout espace nilpotent qui possède une structure

d'espace riemannien symétrique compact orientable est formel (voir [9] ou [12],

[17]).
On remarque qu'un espace S est formel si et seulement si le modèle filtré de

A(S) est égal au modèle minimal bigradué de H*(S, k). Plus précisément si p:

(AZ, d) —> H*(S, k) est le modèle minimal bigradué de H*(S, k), S est formel si et

seulement si il existe un morphisme 77: (AZ, d) —> A(S) tel que 77* = p*.

Soit S un espace formel, et soit ms: AXS —> A(S) le modèle minimal de A(S), il

existe alors des morphismes d'ADGC \ps: AXS —> H*(S, k) tel que \j/* = m*.

Définition 2.3.3. Soient S et T deux espaces topologiques connexes formels de

modèles minimaux AA"S et AXT. Soit/: S ^> T une application continue, elle induit

un morphisme d'ADGC /: AXT —> AXS. On dit que l'application / est formelle sur

k si le diagramme suivant commute à homotopie près:

AA*r -* AXS

tri W;s

H*(T,k)      C      H*(S,k)

(où \ps et \pT sont des morphismes définis plus haut).

Dans [6], Deligne, Morgan, Griffiths et Sullivan montrent que les variétés

kahlériennes compactes simplement connexes sont formelles et que toute applica-

tion holomorphe entre de telles variétés est formelle.

Proposition 2.3.4. Soient S et T deux espaces formels connexes par arcs et f une

application continue S —» T. Alors l'application f est formelle sur k si et seulement si

le modèle minimal bigradué de f*: H*(T, k) —> H*(S, k) est le modèle filtré de f.

Démonstration. Supposons que

H*(T,k)     C H*(S,k)

ÎP ÎP'

(AZ, d)      -»     (AZ 8 AA", a")

soit le modèle minimal bigradué de/* et que

Hf)
A(T) -» A(S)

77| fV

(AZ, d)      -h>      (AZ 8 AX, d)

soit le modèle filtré de A(f).

Soit ms: AXS -h> A(S) le modèle minimal de A(S), il existe un quasi-isomor-

phisme a"ADGC 9': AXS-*(AZ 8 AA\ a") tel que tt'9' est homotope à ms, et il

existe  un  morphisme 9:   (AZ 8 AA", a") -» AXS  tel  que  9'9  est  homotope  à
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1az<8>aa" On vérifie que ms(9i) est homotope à A(f)m, donc A(f) induit le mor-

phisme/= 9i entre les modèles minimaux (AZ, d) et AXS. De plus p'9': AXS —»

H*(S, k) est tel que (p'9')* = m*. On montre enfin que f*p est homotope à

p'f?'/ = p'9'9, ce qui implique que/est formelle.

Réciproquement, supposons que/soit formelle. Soit

H*(T,k)      C H*(S,k)

PÎ ÎP'
(AZ, a1)      -»     (AZ 8 AA", a")

le modèle minimal bigradué de/*, et soit

Aff)
A(T) ~» ¿(S)

77t |77'

(AZ, a1)      -4      (AZ8AA-, D')

le modèle filtré de/; avec 77* = p*.

Comme / est formelle, il est facile de construire un morphisme d'ADGC, ^s :

(AZ 8 A A", D') -+ H*(S, k) tel que **. = 77'* et tel que ^si soit homotope à/*p.

Ceci veut dire (voir Définition 1.2) qu'il existe un morphisme d'ADGC 4>: (AZ, d)1

—> H*(S, k) tel que <&(X0)AZ = ^V et <b(Xx)AZ = f*p. Il est alors aisé de construire

un morphisme d'ADGC $': (AZ 8 AA", £>'/ -» //*(5) tel que $'/' = $ (où /' est

l'inclusion (AZ, d)' -» (AZ 8 AA", £>')') et tel que <b'(X0)AZ<glAX = ^s. Si on pose

*'s = *'(*i)az®a*. on a alors **' = <*>'(*,)AZ®AA.z = ^'"'v^az = *(*i)az =f*P-

Par construction, ^s et Ws sont homotopes, donc on a SI^* = ^J = 77'*. Ceci

prouve que

H*(T)       C H*(S)

pî T^s
(AZ, a")     -»     (AZ8AA-,/)')

est le modèle filtré de/*; et donc que (AZ, a")—>(AZ 8 AA", a") est le modèle filtré

de/

Remarque 2.3.5. Il est facile de construire des applications non formelles entre

espaces formels. Par exemple, on montre que la fibration de Hopf S1 —» S3—* S2

n'est pas  une application formelle:  en effet, / est triviale en cohomologie et

nontriviale en homotopie puisque son invariant de Hopf est égal à un.

Chapitre III. Etude de la réalisation d'un morphisme donné en cohomologie

1. Etude d'une obstruction à la réalisation. Dans ce paragraphe, on se donne deux

ADGC (A, dA) et (A', dA) qui sont des algebres libres minimales c-connexes sur un

corps k de caractéristique 0. On suppose fixé un morphisme d'algèbres graduées ß:

H(A, dA) —» H(A', dA.) injectif en degré 1; et on cherche s'il existe un morphisme

d'ADGC a: (A, dA) -» (A', dA.) tel que a* = ß.
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On va exposer une théorie de l'obstruction nous disant sous quelles conditions ß

est réalisable. Les méthodes employées généralisent celles de Halperin-Stasheff, [12,

Chapitre 5].

L'outil essentiel de cette étude est la théorie développée au Chapitre IL

On construit le modèle minimal bigradué du morphisme ß

H (A)        -1 H (A')

PÎ ÎP'
(AZ, d)     -»     (AZ 8 AA", d')

défini par le Théorème 2.1.3.
IT

On construit ensuite le modèle filtré (AZ, D)^>(A, dA) de l'algèbre différentielle

graduée (A, dA).

Le morphisme d'ADGC p': (AZ 8 AA", a") — H(A', dA.) satisfait aux

hypothèses du Théorème 2.2.1, donc on peut construire un modèle filtré de

(A',dA.): (AZ ® AX,D')^>(A',dA.) vérifiant les conditions (E,), (Ej), (E3) du

Théorème 2.2.1.

On se donne aussi des applications linéaires ij: H(A) —» AZ0 et t/': H (A') —» A Y0

telles que prj = id„(/1) et p'n' = id^,,.

Dans toute la suite, on suppose fixés ces deux modèles filtrés de (A, dA) et

(A', dA) ainsi que les applications r\ et t/'. On mettra toujours sur AZ et sur

AZ 8 AA" les filtrations définies au Chapitre II, §2.

Il est bien évident que, en général, D'(AZ) n'est pas contenu dans AZ.

Théorème 3.1.1. ß est réalisable si et seulement si il existe une différentielle D sur

AZ 8 AA" satisfaisant (E,), telle que D\AZ = D et s'il existe un isomorphisme

d'ADGC <#>: (AZ 8 AA", D) -» (AZ 8 AA", D') tel que $ - id soit décroissante pour

la filtration (<¡> n'est pas A Z-linéaire).

[Dans toute la suite, une application est dite décroissante pour la filtration si elle

est strictement décroissante pour la filtration.]

Démonstration. Si ß est réalisable par a: (A, dA) —>(A', dA); on sait construire,

grâce au Théorème 2.2.4, un modèle filtré de a:

(A,dA)       A (A',dA.)

77Î Î77
i _

(AZ, D)      -»      (AZ ®AX,D)

tel que le diagramme ci-dessus soit un diagramme commutatif de morphismes

d'ADGC. En particulier, on a D\AZ = D.

Mais (AZ 8 AA", D)^>(A', dA.) et (AZ ® AX, D')^(A', dA) sont deux

modèles filtrés de (A', dA) vérifiant les conclusions du Théorème 2.2.1. Ce même

théorème nous assure l'existence d'un isomorphisme <j>: (AZ 8AA", /))—>(AZ 8

AA", D') tel que <f> — id soit décroissante pour la filtration et tel que 77'^ soit

homotope à 77.
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Réciproquement, supposons qu'il existe une différentielle D sur AZ 8 AA"

vérifiant (E,), telle que D\AZ — D, et supposons qu'il existe un isomorphisme <b:

(AZ 8 A A", D) —> (AZ 8 A A", D') tel que <f>-id soit décroissante pour la filtration.

On a alors le diagramme suivant de morphismes d'ADGC:

(A,dA)Z-(AZ, D)-U(AZ 8 AA", t7)^(AZ 8 AA", D')^>(A', dA).

Comme (A, dA) est une algèbre libre, on peut construire un morphisme 77:

(A, dA) -^>(AZ, D) tel que 7777 soit homotope à l'identité. On montre alors que

a = 77'<i>/77 est un réalisation de ß, en vérifiant que a* = 77'*<£*f*(77*)_1 = ß.

Nous sommes alors amenés à poser la définition suivante:

Définition 3.1.2. Le morphisme ß: H(A, dA) -h> H(A', dA) est dit «-réalisable

(n > 0) s'il existe une différentielle D sur (AZ 8 AA")(n) satisfaisant (E,), telle que

D \AZ    = D et s'il existe un isomorphisme

4>: ((AZ 8 AA")(n), 5) -» ((AZ 8 AX\n), D')

tel que <j> — id soit décroissante pour la filtration.

Un tel couple (D, <£>) s'appelle une «-réalisation de ß.

Si (D, 4>) est une «-réalisation de ß, on définit une application linéaire de degré 1

par

On+x(D,<j>)(z)=[<ir'<t>Dz]    sizEZn+x;

([ ] désigne la classe de l'élément dans H(A').)

Alors On+x(D, 4>) est un élément de Hom'(Zn+1, H(A')) et s'appelle l'obstruction

définie par le couple (D, <}>).

Remarque 3.1.3. Le morphisme ß est toujours 1-réalisable par la différentielle

D = a" = D' et le morphisme <j> = id|(AZ(g)AA.) .

La première question qui se pose alors est de savoir si une «-réalisation se

prolonge en une « + 1-réalisation.

Théorème 3.1.4. Une n-réalisation (D, <j>) se prolonge en une (n + 1)-réalisation si

et seulement si 0„.,(D, <f>) = 0.

Démonstration. Si (D, <J>) se prolonge en une (« + l)-réalisation notée encore

(D, <#>), alors, pour tout z G Zn+,, on a

[ir'<t>Dz] =[ir'D'<i>z] = 0.

Réciproquement, supposons que On+x(D, <¡>) = 0. Nous voulons d'abord pro-

longer D et <t> à Z„ + 1. Si z G Z„+1, on a Dz G F~M(AZ), et <KDz) - D'z G

F-(n~X)(AY) n Ker D'. D'après le Lemme 2.2.2, il existe w G T""(Ay) et a' G

H(A') tels que <¡>(Dz) = D'(z + w) + T)'(a').

Comme On+ X(D, <f>)(z) = 0, on a: 0 = [t7'D'(z 4- w)] + a   = a'.

On pose alors <b(z) = z + w, on définit ainsi une application linéaire <¡>, en

choisissant w dépendant linéairement de z. Par construction, on a

fo - id)(Z„+l) G F~"(Ay)   et  <¡>(Dz) = ¿>'<f>(z)     si z G Zn+V

Il reste à prolonger O"et <¡> à A"„ + 1. Soit x G Xn+X, alors D dx G T"(""2)(Ay) n

Ker D; d'après le Lemme 2.2.2, il existe v G F~{n~l)(AY) et il existe a' G H(A')
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tels que

Ddx = Dv + n'(a').

On a alors D'4>(dx) = <¡>(D dx) = D'<j>(v) + -q'(a') d'où

0 = [ir'D'<¡>(dx)] = a';

Ceci implique que D(dx — v) = 0.

Posons alors Dx = dx — v — Tj'([77'<>(a'x — v)]). Alors on a [ir'cbDx] = 0, et on

peut prolonger <j> à Xn+X par la méthode précédente. On étend alors (D, <¡>) à

AT(„+1); par construction, c'est une (« + l)-réalisation de ß.

Théorème 3.1.5. Soit un morphisme ß: H(A) -^ H(A'). Supposons qu'il existe un

entier l > 1 tel que

HP(A) = 0,    1 < p < l,       et       H"(A') = 0,   p > 3/ + 1.

Alors ß est réalisable.

On verra des exemples d'application de ce théorème aux paragraphes suivants.

Démonstration du Théorème 3.1.5. D'après la Remarque 3.8.4 de [12], on a

Zp = 0, 1 < p < (« + 1)/, puisque HP(A) = 0 pour 1 < p < /.

Soit (D, <f>) une 1-réalisation quelconque, alors 02(D, <¡>) G Hom'(Z2, H(A')) et

ZP = 0 pour 1 < p < 31. Donc si z G ZP etp < 3/, on a alors 02(Z), <i>)(z) = 0; de

plus si z G Zf et p > 3/ + 1, alors 02(D, <¡>)(z) est un élément de HP+,(A'), donc

02(D, <¡>)(z) = 0 d'après l'hypothèse sur H*(A'). Ceci prouve que 02(D, <j>) = 0,

donc (D, <¡>) se prolonge en une 2-réalisation de ß.

En itérant cette démonstration, on construit une suite (Dn, <bn) où (Dn, 4>n) est une

«-réalisation prolongeant (Dn_ ,,</>„_,).

On définit alors une différentielle D sur AZ 8 AA" satisfaisant Ex et telle que

TJ|AZ = D, et on définit un morphisme <f>: (AZ ® AX, D)^>(AZ 8 AA", D') tel

que <j> — id soit décroissante pour la filtration de la manière suivante:

si m G (AZ 8 AA")(n), on pose Du = Dnu et <#>(«) = <¡>„(u).

Le Théorème 3.1.1 montre que ß est réalisable.

Remarque. Comme me l'a suggéré H. J. Baues, on pourrait donner une autre

preuve de ce théorème en utilisant les résultats de [1].

La seconde question qui se pose dans un problème de ce type est la suivante: soit

(D, <j>) une «-réalisation de ß qui ne se prolonge pas en une « + 1-réalisation,

existe-t-il une autre «-réalisation qui va se prolonger?

Cela nous amène à comparer deux «-réalisations et les deux obstructions qui leur

sont associées.

Notation. On(ß) = {On(D, 4>)\(D, <i>) est une (n - l)-réalisation de ß).

Par définition, une 1-réalisation est un automorphisme <j> de l'ADGC

[(AZ 8 AA")(1), a"] tel que <p — ici soit décroissante pour la filtration.

Soit M, l'espace vectoriel des A:-dérivations de degré 0 définies sur (AZ 8 AA")(1)

strictement décroissantes pour la filtration.

Si $ est une 1-réalisation, on définit 9 = log <f> par la formule

00   (_iy-'

log fa) = 2   l    ;        O - id)»,
p=\        p



464 MICHELINE VIGUÉ-POIRRIER

pour tout u G (AZ 8 AA")(1) (la somme est toujours finie et a donc un sens). On

vérifie facilement que 9 = log <¡> est un élément de Mx.

Réciproquement, soit 9 G Mx et posons <|> = e* où e* est défini par

e'(u) - S -i *'(«)
p>oP-

pour tout w G (AZ 8 AA")(1). Alors <£ est un automorphisme de l'ADGC

((AZ 8 AA")(1), a") tel que <j> — id soit décroissante pour la filtration.

Il est facile de vérifier que e108* = <¡> et loge* = 9, ce qui prouve que les

1-réalisations de ß sont les automorphismes ee, où 9 G M,.

Définissons alors une application linéaire y: M, —> Hom'(Z2, H(A')) par y(#)(z)

= [tt'ÖZJ'z] = [t7'0 az] si z G Z2.

On peut alors énoncer les résultats suivants:

Proposition 3.1.6. 02(d', e9) = 02(d', id) + y(9).

Corollaire 3.1.7. Le morphisme ß est 2-réalisable si et seulement si 02(ß) =

y(Mx).

Remarque. Si on regarde l'image 02(ß) de 02(ß) dans l'espace vectoriel

quotient Hom'(Z2, H(A'))/y(Mx), alors ß est 2-réalisable si et seulement si 02(ß)

= 0.

Démonstration du corollaire. Si ß est 2-réalisable, il existe une 2-réalisation

(D0, <j>0) de ß; alors <i>0|Ay| est de la forme e9° et on a 02(d', ee°) = 0. La

Proposition 3.1.6 montre que 02(d', id) = -y(90) = y( — 90).

Si (a", <j>) est une 1-réalisation de ß, alors il existe 9 G Mx tel que <f> = ee et

02(d', f) = y(9) - y(90) = y(0 - 90). Ceci implique que 02(ß) =  ,(A/,).

Réciproquement si 02(ß) = y(Mx), il existe une 1-réalisation (a", <f>) tel que

02(<t>) = y(0) = 0; par suite (a", <f>) se prolonge en une 2-réalisation, d'après le

Théorème 3.1.4.

Démonstration de la proposition. On a

02(ee)=[ir'eBDz]    et    02(id) =[ir'Dz]

d'ou

02(e")-02(id)=[77'(e*-id)(/)z)].

/)z G T"'(AZ), donc

ûp-\
(e9 - ià)(Dz) = 9(Dz) + Y ^—-9Dz.

p>2    P]

Or ö/)z G AZ0 8 AA"0, donc on a

!2   —r9Dz=0
p>2      P'

On en déduit immédiatement la formule.
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Théorème 3.1.8. Soit ß un morphisme H(A) —> H(A'). Supposons qu'il existe un

entier l > 1 tel que

HP(A) = 0,    1 < p < /,        et        H"(A') =0,   p > 4/ + 1.
_

A lors ß est réalisable si et seulement si 02( ß ) = 0.

Démonstration du Théorème 3.1.8. Si ß est réalisable, alors ß est 2-réalisable,

et par suite on a 02( ß) = 0 d'après le Corollaire 3.1.7.

Réciproquement, si O2(ß)=0, alors il existe une 2-réalisation (D, </>) de ß

d'après le Corollaire 3.1.7. Cette 2-réalisation définit une obstruction 03(D, <¡>) G

Hom'(Z3, H(A')).

Par hypothèse, on a HP(A) = 0 sip < /; on a vu que ceci entraîne que ZP = 0 si

p < 41. Donc si z G ZP etp < 41, alors on a 03(Â <f>)(z) = 0. Si z G ZP etp > 4/,

alors 03(Z), <i>)(z) G ///' + \A'), mais, par hypothèse, on a HP + X(A') = 0 si p > 41,

donc 03(D, 4>)(z) — 0 pour tout z G Z3. On termine alors la démonstration par la

même méthode que celle utilisée dans la démonstration du Théorème 3.1.5.

Nous allons voir maintenant que le problème se complique lorsque nous voulons

prolonger des 2-réalisations.

On se fixe une 2-réalisation (D, <j>) de ß, et on définit l'espace vectoriel M2 des

/c-dérivations 9 de AZ 8 AA"(2) de degré 0 strictement décroissantes pour la

filtration et telles que D'9 = 9D' sur <J>(AZ(2)).

On vérifie que M2 est l'espace des /c-dérivations 9 de (AZ 8 AA")(2) de degré 0

strictement décroissantes pour la filtration et telles que d'9 = 9d' sur Z2. On a:

Proposition 3.1.9. Si (D, <j>) est une 2-réalisation de ß, alors toutes les 2-réalisa-

tions sont de la forme ee<¡> où 9 G M2.

La preuve est laissée au lecteur.

On définit une application non linéaire y: M2 —» Hom'(Z3, H(A')) par y(9) = (z

^>[-n'(e9 - id)<t>Dz]}.

On vérifie que: y(9)(z) = \m'9$Dz\ + \p'(92 dz).

Proposition 3.1.10. 03(e9<f>) = 03(D, <f>) + y(9), si 9 G M2 et si (D, <j>) est une

2-réalisation de ß.

Corollaire 3.1.11. 03(ß) = 03(D, <j>) + y(M2), où (D, <f>) est une 2-réalisation

fixée de ß.

2. Dépendance du corps de base.

Théorème 3.2.1. Soient (A, dA) et (A', dA) deux ADGC minimales c-connexes sur

un corps k et soit ß un morphisme H(A, dA) —» H(A', dA). Supposons qu'il existe un

entier l > 1 tel que HP(A, dA) = 0, 1 < p < /, et HP(A', dA.) = 0p > 41 + 1. Soit

K un corps contenant k. Si ß ® lK est réalisable, alors ß est réalisable.

Compte-tenu du Théorème 3.1.8 et de la Proposition 3.1.6, la démonstration de

ce théorème est analogue à celle du Théorème 6.8 de [12].
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On va exhiber des exemples montrant que la réalisation dépend du corps de

base. On va construire des Q — ADGC (A, dA) et (A', dA) et un morphisme ß:

H(A, dA)-* H(A', dA) tels que la réalisation de ß 8 \K (où K est un corps

contenant Q) est équivalente à la résolution d'une équation polynômiale du second

degré à coefficients rationnels.

Exemple 3.2.2. Soit H = A(xx, x2, x3) la Q-algèbre graduée quotient de l'algèbre

libre A(xx, x2, x3) par l'idéal engendré par x2, xxx2, x3 où \xx\ = 12, |x2| = 15,

|jc3| = 26.

On définit le morphisme ß: H —> H par: ß(xx) = 0, ^(Jc^) = 0, ß(x3) = x3.

On remarque que Hp = 0 si 1 < p < / et p > 6/ + 1, avec / = 11. On montre

alors (cf. Théorème 3.1.8) que, si (A, dA) et (A',dA.) sont des Q-ADGC de

cohomologie H, et si AT d Q, le morphisme ß ® lK est réalisable si et seulement si

il est 4-réalisable.

On construit d'abord le modèle minimal bigradué de ß:

H -» //'

ÎP p'î
(AZ, d)     *+    (AZ 8 AA", a")

Z0 est engendré par xx, \xx\ = 12, x2, \x2\ = 15, x3, \x3\ = 26.

Z, est engendré par>>,, dyx = x\,y2, dy2 = xxx2,y3, dy3 = x3.

Z2 est engendré par zx, dzx = x2yx + xxy2, z2, dz2 = x2y2.

Z3 est engendré par ux, dux = xxzx — yxy2, u2, du2 = x2zx + \y\, u3, du3 = xxz2

- \y\, u4, du4 = x2z2.

X0 est engendré par x\, \x'x\ = 12, p'(x\) = xx et x'2, \x'2\ = 15, p'í-^í) = *2-

A", est engendré par /0, d't0 = xx, t'0, d't'0 = x2, tx, d'tx = x'2, t2, d't2 = x\x2.

On montre ensuite que toutes les différentielles D et D' (perturbations suivant

(E,) de a* et a") que l'on peut mettre sur Z2 pour que ß soit 2-réalisable sont de la

forme

Dzx = dzx + axxxx3,       D'zx = dzx + a',XiX3,

Dz2 = dz2 + a2x2x3,       D'z2 = dz2 + a'2x2x3,       où a,, a'¡ G Q.

Alors l'identité sur (AZ 8 AA")(1) se prolonge en un morphisme

*: ((AZ 8 AA")(2), 5) -* ((AZ 8 AA")(2), D')

où D = <í> ~ lD '<t>, et <j> est donné par

<b(zx) = z, + (a, - a\)t0x3,        <i>(z2) = z2 + (a2 - a'^t'^Xy

Ainsi (D, <i>) est une 2-réalisation de ß.

Les dérivations 9 de A/2 sont données par: 9(yx) — 0, 9(y2) = Xx3, 9(zx) = Xt0x3,

9(z2) = Xt'0x3, où X parcourt Q. On n'explicite pas 9 sur les autres générateurs de

(AZ 8 AX\2y
On établit alors les formules donnant toutes les différentielles possibles D et D'

que l'on peut mettre sur Z3. On a
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Du2 — du2 + axy2x3 + b2x\,

D'u2 = du2 4- a'xt'0xxx3 + b'2x\ + b\(y2 — t'0xx)x3 + D'v,

Du3 = du3 — a2y2x3 + c2x\,

D'u3 = du3 — a'2t'0xxx3 + c'2x\ + c\(y2 — t'0xx)x3 + D'w

où b2, c2, b'2, c'2, b\, c\ sont des rationnels.

On utilise les méthodes de la Proposition 3.1.10, et on montre que ß ®\K est

3-réalisable si et seulement si il existe X E K vérifiant \X2 + axX + (b2 — b'^ = 0

et 5A2 + a2À - (c2 - c2) = 0.

Choisissons maintenant D et D' de manière que: ax = a2 et c2 — c'2 =

-(b2 - b'2). La 3-résolution de ß 8 1^ est donc équivalente à la résolution dans K

de l'équation: ~X2 + axX + (b2 — b2) = 0.

Il nous reste enfin à remarquer que, pour des raisons de degrés, pour tout K, la

3-réalisation de ß ® ÏK est équivalente à sa réalisation.

En corollaire, on peut montrer qu'il y a plusieurs types d'homotopie rationnelle

de cohomologie //, et qu'il y a plusieurs types d'homotopie réelle de cohomologie

H 8 R. (Il suffit pour cela de prendre pour ADGC (A, dA) l'algèbre formelle

(AZ, d) modèle de //, et de choisir c2 = -b'2 de manière que {-X2 + c'7 = 0 n'ait pas

de solution.)

On peut aussi choisir (A', dA) = (A, dA) et exhiber des endomorphismes /:

H(A, dA) -» H(A', dA) dont la réalisabilité dépend du corps de base.

3. Exemples.

Exemple 3.3.1. Morphisme non réalisable. Soit T = (S2VS2) X S3, on a

H*(T, Q) = A(xx, x2, x3)l (x2, xxx2, x$) = A(xx, x2, x3)

où \xx\ = \x2\ = 2, \x3\ = 3.

Il a été démontré dans l'Exemple 6.5 de [12], qu'il existe deux types d'homotopie

rationnelle ayant une cohomologie isomorphe à H = H*(T, Q). On prendra, pour

espace S, l'espace non formel de cohomologie H.

Considérons le morphisme ß: H —» H défini par ß(xx) = xx, fi(x^ = x2, ß(x3) =

0.

On a H\T, Q) = 0 et HP(S, Q) = 0 si p > 5. D'après le Théorème 3.1.5, ß est

réalisable si et seulement si 02( ß) = 0.

Il est facile de vérifier que le modèle minimal bigradué de ß est

H

ÎP'
(AZ 8 AA", a")

où Z0 est engendré par xx, x2, x3, Z, est engendré par y x,y2,y3, Z2 est engendré par

zx, z2 et d est donné dans [12], X0 est engendré par u, \u\ = 3, p'(u) = x3, Xx est

engendré par v, \v\ = 2, dv = x3.

Le modèle filtré de T est égal au modèle minimal bigradué, car T est formel.

H

PÎ
(AZ, d)



468 MICHELINE VIGUÉ-POIRRIER

Un modèle filtré de 5 est de la forme (AZ 8 A A", D') où

D'z, = dz¡ + OLixxx3 + ßjX2x3 + a¡xxu + ß[x2u    pour/' = 1, 2; (*)

et a,. G Q, ¿8, G Q, a¡ G Q, ß{ E Q.

Une dérivation 9 G M, est définie par la donnée des images des éléments

yx,y2, y3, v. Pour des raisons de degrés, on a 9(y¡) = \x3 + X'¡u où A, et A- parcourt

Q pour/ = 1, 2, 3.

On a donc

y(0)(¿i) = ^i*2*3 - A3x,x3,

y(0)(z2) = X'2xxx3 - X'3x2x3.

Calculons maintenant

V3-

6>2(id)(z,.) =[ir'Dz] =[tr'dz],        z G Z2.

C>2(id)(z,) = \_tr'(D'zi — <x¡xxx3 — ßtx2x3 — a[xxu — ßt'x2u)]    pour i = 1, 2.

02(id)(z¡) = -a¡xxx3 - ß[x2x3.

D'après le Théorème 3.1.8, ß est réalisable si et seulement si il existe 9 G Mx tel

que 02(id) = y(9).

Par suite, ß est réalisable si et seulement si il existe des scalaires (A,, A,'),

/ = 1, 2, 3, tels que

- A3 = -a'„        A', = -ß[,

v —    „' v —    n>A2-«2' _A3-£>2>

ß est donc réalisable si et seulement si a\ = ß2.

Définissons alors une algèbre filtrée (AZ 8 AA", D') en imposant que D' — a":

y„ -+ F"(""2)(A Y), et D'z¡ vérifie la formule (*) pour / = 1, 2, avec a\ ¥= ß2,

Cette algèbre filtrée a nécessairement le même type d'homotopie que S et les

calculs montrent que ß n'est pas réalisable.

Exemple   3.3.2.   Morphisme   réalisable.   Soit   T = S5VS5,  on   a   H*(T, Q) =

A(ZX, Z2)/(ZXZ2) m A(Z,~, Z2~) OU lZll  " lZ2l  = 5-

L'espace S est le sous-espace de l'espace tangent T(S2 X S2) formé des vecteurs

unitaires. On a un fibre: S3 —» 5 —» S2 X S2 non trivial, ce qui nous permet de

calculer    facilement    le    modèle    minimal    de    S\    On    a    (AXS, ds) =

(A(xx, x2,yx,y2,y3), ds) avec |x,| = |x2| = 2; |>-,| = 3, / = 1, 2, 3; dsx¡ = 0, a>, =

x], d,y2 = x\, dsy3 = xxx2.

Alors H*(S, Q) = A(x,, x2, «,, u2)/I où / est un idéal contenant uxu2; et \ux\ =

\u2\ = 5.

On définit le morphisme ß: H*(T, Q) -» //*(5, Q) par ß(z~) = u¡, i = 1, 2.

On a //p(T, Q) = 0, 1 < p < 4 et //'(S, Q) = 0,p > 7.

Le Théorème 3.1.5 prouve qu'il existe une application continue /: SQ —»

(.S5KS5)0 telle que/* = /?; bien que S ne soit pas formel.

Chapitre IV. La suite spectrale d'Eilenberg-Moore

1. Étude d'une suite spectrale définie sur un produit tensoriel d'ADGC. Soient

(A, dA), (A', dA) et (C, dc) trois algebres différentielles graduées c-connexes, et
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soient a: (A, dA)^>(A', dA), y: (A, dA)^>(C, dc) des morphismes d'ADGC. On

suppose que a* est injectif en degré 1.

Soit

H(A)       $ H(A')

PÎ ÎP'

(AZ, d)     ¿»     (AZ 8 AA", a")     A     (AA", d")

le modèle minimal bigradué de a*, et soit

(A,dA)       A (A',dA.)

77t Î77'

(AZ, D)     ^     (AZ8AA", D')     -+     (AX, D")

le modèle filtré de a.

Le (AZ, Z>)-produit tensoriel des ADGC (C, dc) et (AZ 8 AA", D'), noté (C, dc)

8(AZ D)(AZ 8 AA', D') est isomorphe à (C 8AAA", A').

Si c G C, t? G AA" et

D'(\ 8 v) = 1 8 Z)"u +2  «,• ® "<

avec a, G A+Z, u, G AA" pour / = 1, ...,«, on a

A'(c 8 v) = afc(c) 8 u + (- l)|c|[c 8 Z>"u + 2 «^(a,) 8 u,].

On définit une bigraduation sur C 8^ AA" par

(C 8AA")~"'<?=[C 8 (AA"),,]9""

et une filtration décroissante par

T-'(C 8 AA") =     2     (C8 AA")""-* =  2   C 8 (AA")„    sip > 0,
— n> -p n<p

F + l = 0.

On remarque que A' préserve la filtration et augmente le degré total de C 8 AA"

(égal au degré supérieur) de + 1. Cette filtration définit une suite spectrale (E¡, d¡)

de /c-algèbres située dans le second quadrant.

Théorème 4.1.1. La suite spectrale (E¡, d¡) a les propriétés suivantes:

(1) £„-'•« = (C 8 (AA"),)*-' et d0 = dc 8 1.

(2) Ex-p = H*(C) ®k (AX)p.
L'isomorphisme défini par: 4>(c 8 u 8 v) = cy*p(u) 8 u (où c G H*(c), u G

AZ, t; G AA") e«fre ((//*(C), 0) 8(AZ d) (AZ 8 AA", a"), J) e/ //*(C) 8 AA^

détermine une différentielle 8' = <I>a'<ï>" ' sur H*(C) ®k AX, et on a dx = 8'.

(3) lim Er= Ex = Gr H*(C 8 A A", A').

Démonstration. Si t> G (AX)p, on peut décomposer D'v:

n

D'v = 1 8 d"v + 1 8 v' + 2   a,' 8 u,' + 2 < 8 u/' + 2 «T ® «T
i=i
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où v' e 2h<¿..2 (Ax)n, a; g a+z0, v; g (Ajrv-i.
P-\

2 a," 8 v" G 2   (A+Z),- 8 (AX)p.x.j,   2 «/" 8 e/" G    2     (A+Z 8 AX)„.
7=1 n<p-2

On a d'v = l® d" v + 2 a,' 8 e/ + 2 a," 8 v".

A'(c 8 u) = dc(c) ®v + (- l)kl[c 8 d"v + c 8 v']

+ (- i)kl[ S MO ® «; + 2 CY77«') 8 c; + 2 c^Of) ® <']■

De là, on déduit facilement le théorème.

Théorème 4.1.2. Soient (A, dA) et (A', dA,) deux ADGC c-connexes sur un corps k

et a un morphisme (A, dA) —» (A', dA) tel que a*1 soit injectif. Soit (AZ, d) ^-> (AZ 8
p

AX, a") -»(AA", d") le modèle minimal bigradué de a*, et soit

(A,dA)       -» (A',dA.)

77Î Î77'

P
(AZ,D)     -»     (AZ ®AX,D')     f*     (AX,D")

le modèle filtré de a.

La filtration décroissante F~P(AX) = 1,n<p (AX)n si p > 0, F + l = 0 définit sur

(AX, D ") une suite spectrale d'ADGC telle que:

(\)E2-pq = Hpq~p(AX,d").

(2) lim Er = H*(AX,D").

La démonstration est analogue à celle du Théorème 4.1.1.

Remarque. Des théorèmes d'isomorphie entre deux modèles filtrés d'une même

application, il résulte que la définition de la suite spectrale est indépendante du

modèle filtré choisi pour la construire.

2. Lien avec la suite spectrale d'Eilenberg-Moore. On fixe un corps k de

caractéristique 0.

Dans [16] ou [18], on trouvera la définition de résolution projective propre d'un

A-module différentiel gradué à gauche M où A est une k -algèbre différentielle

graduée connexe (pas nécessairement commutative). Si . . . —» M"~l -^ M"

—» • • • —> M0 —» M —> 0 est une telle résolution indexée par les entiers négatifs, on

considère le A-module différentiel gradué D(M) = © M"'9 muni de la différ-

entielle totale. Si N est un A-module différentiel gradué à droite, on considère le

A-module différentiel gradué N 8A D(M) dont la cohomologie H(N 8A D(M))

est appelée Tor difA (N, M).

Munissons le A-module différentiel gradué N ®A D(M) de la filiation décrois-

sante F-"(N ®A D(M)) = © t>_p (N 8A D(Mf*) si p > 0, F+i = 0. La

différentielle de N ®A D(M) préserve cette filtration et on a

F-p(N ®A D(M)) = © (F-'(N 8A D(M)) n (N 8A D(M))n).
n

Il en résulte une suite spectrale (Er, dr) et on a le théorème algébrique d'Eilenberg-

Moore:
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Théorème 4.2.1 [7]. Soit A une k-algèbre graduée connexe, soit M un A-module

différentiel gradué à gauche et soit N un A-module différentiel gradué à droite. Alors

il existe une suite spectrale de A-modules (Er, dr) appelée suite spectrale d'Eilenberg-

Moore du triplet (A, N, M) telle que

(i) E2~p = TorpHW(H(N), H(M)) si p > 0,

(ii) lim Er = Gr(Tor difA(7V, M)),

(iii) si A1 = 0, Er => Tor difA(7V, M).

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème fondamental qui permet de

comparer la suite spectrale étudiée au §1 et la suite spectrale d'Eilenberg-Moore.

On se donne trois ADGC connexes sur un corps k: (A, dA), (A', dA,), (C, dc) et

des morphismes d'ADGC a: (A, dA) —>(A', dA), y: (A, dA) -» (C, dc), et on suppose

que a*1 est injectif. On considère A' comme un A -module différentiel à gauche (au

couple (a, a') on associe a(a)a' où a E A, a' E A'), on considère C comme un

A -module différentiel à droite (au couple (c, a) on associe cy(a) où a G A, c G C).

La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet (A, C, A') est alors une suite

spectrale de A -algebres commutatives.

Théorème 4.2.2. La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet (A, C, A') peut

être identifiée, par un isomorphisme de k-algèbres différentielles bigraduées, à partir

du terme E2, à la suite spectrale définie au §1 sur (C ®k AX, A') et vérifiant les

conclusions du Théorème 4.1.1.

Corollaire 4.2.3. (i) On a un isomorphisme d'algèbres graduées: Tor dif^C, A')

= H*(C 8 AA", A'). (Cet isomorphisme sera décrit dans la Proposition 4.3.4.)

(ii) On a un isomorphisme d'algèbres bigraduées

Toth.(A)(H*(C), H*(A')) = H*(H*(C) 8 AA", 8').

Remarque. Le Théorème 4.2.2 prouve à posteriori que la suite spectrale définie

au §1 à partir des ADGC (A, dA), (A', dA), (C, dc) est indépendante du modèle

filtré choisi.

La projection e: A —> k = A/A+ fait de k un A -module différentiel à droite et

on a un cas particulier du Théorème 4.2.2:

Théorème 4.2.4. La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet (A, k, A') peut

être identifiée, à partir du terme E2, par un isomorphisme de k-algèbres différ-

entielles bigraduées, à la suite spectrale définie sur (AX, D")par le Théorème 4.1.2.

On a un isomorphisme d'algèbres graduées

Tor dif^(Âc, A') = H*(AX, D").

On a un isomorphisme d'algèbres bigraduées

Tor„.(A)(k, H*(A')) = H*(AX,d").
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Rappelons que dans [7], Eilenberg et Moore définissent une suite spectrale

associée à un fibre image réciproque d'un fibre de Serre:

F F

i i
E' = B' XB E -*      E

fi if

B' i       B

où tous les espaces sont connexes par arcs.

Si k est un corps de caractéristique 0 fixé, ils considèrent l'algèbre C*(B, k) des

cochaines simpliciales sur k et regardent les algebres C*(B', k) et C*(E, k) comme

des C*(B, /c)-modules différentiels. Ils appliquent alors le Théorème 4.2.1 au triplet

(C*(B, k), C*(B', k), C*(E, k)). Cette suite spectrale est appelée la suite spectrale

d'Eilenberg-Moore du carré fibre. Si B' est réduit à un point, alors E' = F et la

suite spectrale du triplet (C*(B, k), k, C*(E, k)) est appelée la suite spectrale

d'Eilenberg-Moore du fibre F^E^B.

Un des résultats fondamentaux de cet article est:

/ g
Théorème 4.2.5. Soit F —» E —» B un fibre de Serre et soit B' —» B une application

continue. On note F^> E' = B' XB E^B' le fibre image réciproque. On se fixe un

corps k de caractéristique 0. On suppose que tous les espaces sont connexes par arcs et

que les hypothèses du Théorème 1.7 sont vérifiées. Alors

(i) La suite spectrale d' Eilenberg-Moore est isomorphe, par un isomorphisme de

k-algèbres différentielles bigraduées, à partir du terme E2, à la suite spectrale définie
A(g) A(f)

au §1 sur les ADGC A(B') «- A(B) —» A(E) et vérifiant les propriétés du Théorème

4.1.1.

(ii) La suite spectrale d' Eilenberg-Moore du carré fibre est telle que

E2 = Tor„.iB<k)(H*(B', k), H*(E, k)) = H*(H*(B') 8 AA", 8'),

lim Er = Gr H*(E', k).—>
r

Si B est simplement connexe, Er => //*(£", k).

Remarque 4.2.6. L'intérêt du Théorème 4.2.5 est d'une part, de donner une autre

démonstration, du fait que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore converge, dans le

cas simplement cor. îexe, vers //*(£", k), et d'autre part de donner une méthode

explicite de calcul des termes (Er, dr) de cette suite spectrale.

Théorème 4.2.7. Soit F —» E —> B un fibre de Serre vérifiant les hypothèses du

Théorème 1.6. Si f*: H*(B, k) —» H*(E, k) a pour modèle minimal bigradué (AZ, d)

-»(AZ 8 AA", a") -» (AA", d") et si f a pour modèle filtré (AZ,D)-+(AZ 8
AA", D ') -h> (AA", D "), alors:

(i) La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibre est isomorphe, à partir du terme

E2, par un isomorphisme de k-algèbres différentielles bigraduées, à la suite spectrale

définie au Théorème 4.1.2 sur (AX, D ").
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(ii) La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibre est telle que

Ei = Tor„,(Ä,fc)(*, H*(E, k)) = H*(AX, d"),

lim Er =GxH*(F,k).

Si B est simplement connexe, Er => H*(F, k).

Exemple 4.2.8. Soit B un espace simplement connexe, de modèle filtré (AZ, D).

Alors il existe une suite spectrale d'ADGC telle que E2 = Torw.(Ä k)(k, k) = AZ

(oùZ> = Zpm+_\sim > \,p > 1)

Er => H*(9,B, k).

C'est la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibre QB -h> EB^(B, b0) où EB est

l'espace contractile des chemins d'origine bQ, et l'application / envoie un chemin sur

son extrémité.

Remarque 4.2.9. Dans [16], L. Smith cherchait à décrire la filtration F~PH*(E')

provenant de la filtration d'Eilenberg-Moore. Le Théorème 4.2.5 permet de donner

une expression simple de la filtration F~PH*(E') décrite au §1 et isomorphe (au

sens des algebres filtrées) à la filtration précédente, on a

F~pH*(E')= i\a]\a G Ker A' n  2   A(B') ® (AX)„).
I n<p I

En particulier, F°H*(E') s'identifie à l'image de H*(B') ®k H*(E) dans H*(E')

par l'application naturelle déduite du carré fibre.

3. Démonstration des Théorèmes 4.2.2 et 4.2.5. On démontre d'abord le

Théorème 4.2.5 en supposant connu le Théorème 4.2.2.

Compte-tenu de la définition de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore d'un carré

fibre et du Théorème 4.2.2, le (i) du Théorème 4.2.5 sera prouvé si on montre que

les suites spectrales d'Eilenberg-Moore des triplets (C*(B, k), C*(B', k), C*(E, k))

et (A(B), A(B'), A(E)) sont isomorphes à partir du terme E2, en tant que k-

algèbres différentielles bigraduées.

Au foncteur C*(., k), on peut associer une /c-ADG simpliciale Ck définie par

(Ck)„ = C*(A(«), /:) où A(«) est le «-simplexe euclidien type. De plus ([5], [14]), on

associe à toute /c-ADG simpliciale Dk un foncteur Dk(.) de la catégorie des

ensembles simpliciaux dans celle des Zc-algèbres différentielles graduées. Le

foncteur Ck(.) est isomorphe à C*(., k). Le foncteur A(.) de Sullivan est le foncteur

associé à la /c-ADG simpliciale Ak = AQ 8Q k où (AQ)n est l'espace des formes

différentielles polynômiales sur le «-simplexe A„. Les inclusions de /c-ADG simpli-

ciales i: Ak —> Ak 8 Ck et j: Ck —> Ak 8 Ck définissent des transformations

naturelles de foncteurs

i(.):A(.)-*(Ak®Ck)(.) = D(.),

j(.):C*(.,k)^(Ak®Ck)(.) = D(.).
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Par définition d'une transformation de foncteurs, on a les diagrammes com-

mutatif s suivants:

A(B')       ¿-       A(B)       -V      A(E)

i(B')i ii(B) ii(E)

D(B')       <-       D(B)       -V      D(E)

C*(B',k)      «S?      C*(B,k)      Cl?      C*(E,k)

ij(B') U(B) U(E)
D(g) D(f)

D(B') <- D(B) -» D(E)

D'après le Théorème III.3 de [14], toutes les flèches verticales sont des isomor-

phismes en cohomologie. Le Corollaire 1.3 de [16] permet de conclure.

Montrons (ii). Soit

A(B)     A^ A(E) -*     A(F)

S î<f> T«
A(B)®AU     -*      AU

le modèle minimal de A(f) donné par le Théorème 1.3.

D'après le Théorème   1.7, on a un diagramme commutatif dont les flèches

verticales sont des quasi-isomorphismes:

A(B')     A(V A(E') -+    A(F)

Il T<p, T«
A(B')       -»       A(B')®A(B)(A(B)®AU)     -*      AU

II
A(B')®k AU

D'autre part, le diagramme suivant dont les flèches verticales sont des quasi-iso-

morphismes:

A(B)        -* A(B)®AU        -» AU

Î77 Î77' Î77"

(AZ, fl)     -*     (AZ8AA", D')     -*    (AX, D")

induit un diagramme commutatif:

A(B')     -+        A(B')®A(B)(A(B)®AU) -* AU

Il K. W
A(B')     -*    A(B')®(AZ,D)(AZ ®AX, D')     -+     (AX, D")

Les théorèmes d'isomorphie de [11] impliquent que 77J* est un isomorphisme et

donc:

H*(A(B') 8 AA", A') = H*(E', k).   C.Q.F.D.

La démonstration du Théorème 4.2.2 est longue.
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Les grandes lignes de cette démonstration sont le mêmes que celles de [12, §7].

On utilise deux filtrations sur la bar construction (la filtration d'Eilenberg-Moore et

une filtration liée à la structure filtrée du modèle) qui donnent le même terme E2.

On définit ensuite un morphisme d'ADGC a: (®AZ(C, AZ 8 AA"), V)^>(C ®

AX, A') distinct de celui utilisé par Halperin et Stasheff, et on montre, par une

méthode différente de celle de [12], que a* est un isomorphisme, puis que a induit

un isomorphisme de /c-algèbres différentielles bigraduées entre le terme E2 de la

suite spectrale définie sur la bar construction et le terme E2 de la suite spectrale

définie sur (C 8 A A", A') au §1.

Rappelons que la construction de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore d'un

triplet (A, N, M) repose sur l'existence d'une résolution projective propre appelée

la bar construction [16], [18].

Soient (A, dA), (A', dA,), (C, dc) trois ADGC connexes sur un corps k et des

morphismes d'ADGC a: (A,dA)-> (A', dÀ), y: (A, dA) -» (C, dc).

On pose A + = {a G A\ \a\ > 0} et on définit pour « > 0

%^"(A, A') = A ®k A+ 8 • •_• ®A + 8 A'.
n fois

%A"(A, A') a une structure de /c-espace vectoriel gradué comme produit

tensoriel d'espaces gradués et a une structure naturelle de A -module à gauche. On

définit une différentielle de degré +1 sur 9>An(A,A') qui en fait un A -module

différentiel, et une application /l-linéaire de modules différentiels dE: %A"(A, A')

-* %An + \A, A') pour « > 1. On montre:

Lemme 4.3.1 [16].

. . . ^ %An(A, A')%%An+x(A, A') ^-><3>A(A,A')Í*A'^>Q

est  une  résolution projective propre  du  A-module  différentiel à  gauche A'  (où

e(a 8 a') = a(a)a').

On remarque que C ®A 9>A"(C, A') c^ C ® A+®n A', ce qu'on notera

%A"(C,A').

On pose <$>A(C, A') = © „>0 %An(C, A').

Un élément c 8 a, 8 • • • 8a„ 8 a' de %An(C, A') est noté c[a,| . . . |a„]a' où

c G C,a¡ G A+,a' G A'.

Son  bidegré  est  (—n, \c\ + 2"=1 |a,| + a'),   son  degré  total  est  donc   \c\ +

27-1 (kl - O + M-
Pour tout élément c[a,| . . . |aja', on définit s(0) = \c\ et

,(0 = |c| + 2 (hl-Ô,    /G[l,...,«].
j<i

On munit le complexe C 8^ (©„ %A~"(A, A')) = <$>A(C, A') du yl-produit

tensoriel de dc et de la différentielle totale de ©„ 9>A"(A,A'). Soit V la différ-

entielle sur 9)A(C, A'), on a V = d, + dE, avec
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d,(c[ax\ . . . \a„]a') = dc(c)[ax\ . . . \a„]a' + ¿   (-l)*"0
i=i

•c[a,| . . . |a>,| . . . |a„]a' + (- ir(n)c[a,| . . . |a„]a>'.

dE(c[ax\ . . . \a„]a') = (-l)^ + Mcy(ax)[a2\ . . . \an]a'

+ 21 (-\)sii)c[ax\...\aiai+x\...\an]a'
,= i

+ (-lY^c[ax\---\an_x]a(an)a'

(où c G C, a, G v4 +, í = 1, ...,«, a' G A').

(9>A(C, A'), V) s'appelle la bar construction du triplet (A,C,A'). On filtre

<&A(C, A') ainsi: F~P9>A(C, A') = [c[ax\ . . . \a„]a', n < p}, F + 1 = 0.

D'après le Théorème 4.2.1, cette filtration définit la suite spectrale d'Eilenberg-

Moore (£,-, 4) du triplet (A, C, A') et on a Tor dif^ (C, A') = H*(<&A(C, A'), V).

Le  terme E2  est égal  à la  cohomologie de la bar construction  du  triplet

H*(C) X- H*(A) "X H*(A').

Lemme 4.3.2 [18]. (i) (%A(C, A'), V) a une structure de k-algèbre différentielle

graduée commutative augmentée. L'augmentation est définie par e: %A(C, /!')—» k

où e(A[a,| . . . |a„] p) = 0 si n > 1, e(A 8 p) = Ap, si X E k, p G k, a¡ E A1.

(ii) Si A1 = 0, alors 9>A(C, A') est connexe.

Lemme 4.3.3. Soient (A, dA), (A', dA), (A", dA„), (B, dB), (B', dB), (B", dB„) des

ADGC connexes sur un corps k. On suppose que (B, dB) est une K-S algèbre libre. On
a' a ß'        ß

suppose donnés des morphismes d'ADGC A" <— A —» A', B" *— B —> B' et des quasi-

isomorphismes -n: B -+ A, 77': B' —* A', •n": B" —» A" tels que

(i) crn est homotope à -n'ß,

(ii) a'77 est homotope à 77 "/?'.

Alors les suites spectrales d'Eilenberg-Moore des triplets (A, A", A') et (B, B", B')

sont isomorphes, à partir du terme E2, par un isomorphisme de k-algèbres différ-

entielles bigraduées décrit ci-dessous.

Démonstration. Le lemme est vrai dans le cas où 077 = ir'ß et a'77 = 77"/?', car

on définit un morphisme d'ADGC ^(77", 77'): %B(B", B') -+ 9>A(A", A') par

%(V», 77')(è"[M  .  .  .  \b„]b')   =  77"(0")[77(¿>|)|   .  .  .  Hb„)y(b')

où b,: E B + , i = 1, . . . , «, b' G B', b" G B".

Ce morphisme induit un morphisme entre les termes de degré / des suites

spectrales, noté ($„(77", 77')),, et ($,,(77", 77')), as 9in.(ir"*, 77'*) est un isomor-

phisme.

Dans le cas général, on se ramène à des diagrammes commutatif s:

Par définition de l'homotopie, il existe un morphisme d'ADGC <¡>: B1 —» A' tel

que <i>A0 = a77, <£A, = 77'/?.

De même, il existe un morphisme ^: B1 —» A" tel que ^A0 = a'77, ^Xx = ir"ß'.
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On applique alors la première partie de la démonstration aux trois diagrammes

commuta tifs:

A"      t      B1      ^      A'

77"t X,T 77'T

ß' ß
B"      «-       B       -»      B'

A"      <-       B1      -►       A'

|id ÎA„ |id

A"      ±-       B       -+      A'

A"      £-       A       A      A'

idt 77Î îid

A"      <-       B      ->      A'     C.Q.F.D.

Revenons aux données du Théorème 4.2.2, construisons le modèle minimal

bigradué de a*:

H(A,dA)      % H(A',dA.)

PÎ ÎP'
(AZ, d)      -+     (AZ 8 AA", a")     -»     (AA", d")

et le modèle filtré de a:

(A,dA)       -* (A',dA)

77Î 77"f

(AZ,D)     -»     (AZ ®AX,D')     -*     (AA", D").

D'après le Lemme 4.3.3, la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet

(A, C, A') est isomorphe à celle du triplet ((AZ, D), (C, dc), (AZ 8 AAf, D')). On

pose y' = y77: (AZ, D) -» (C, dc).

Proposition 4.3.4. L'application a: (<&AZ(C, AZ 8 AA"), V)-»(C ®k AX, A')

ae//«/e par a = 0 sw ^Â^C, AZ 8 AA") s» n > 0; a(c ® u ® v) = cy'(u) 8 t) »

c G C, a G AZ, v G AA", est un quasi-isomorphisme d'ADGC.

Corollaire. On a

Tor difA(C, A') = H*(%A(C, A'), V) = Tor difAZ(C, AZ 8 AAT)

= //*(®AZ(C, AZ 8 AA"), V) = H*(C 8 AA", A').

Corollaire. On a

Tor difA(k, A') = H*(®>A(k, A'), V) = Tor difAZ(fc, AZ 8 AAT)

= H*(<&AZ(k, AZ 8 A A"), V) = H*(AX, D").

Démonstration de la Proposition 4.3.4. On vérifie facilement que a est un

morphisme d'ADGC. Montrons que a* est un isomorphisme.
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Soit %AZ(C, AZ) la bar construction sur le triplet d'ADGC

(C, dc)<— (AZ, Z))-»(AZ, D) et V0 la différentielle totale correspondante. L'inclu-

sion

j: (%AZ(C, AZ), V0) -* (®AZ(C, AZ 8 AA"), V)

définie pary'(c[ai| . . . \an]u) = c[a,| . . . \an]u 8 1 si c G C, a, G A+Z, u G AZ est

un morphisme d'ADGC.

On définit une projection

q: (%AZ(C,AZ ® AX), V)^(AX,D")

par a = 0 sur ©„>0 ®-"(C, AZ 8 AA") et sur <$AZ(C, AZ 8 AA") = C 8 AZ

8 AA", q est la projection canonique. On vérifie que q est un morphisme d'ADGC.

On définit une application <¡¡: (ÙS>AZ(C, AZ), V0) —» (C, dc) par <¡> = 0 sur

©n>0 ®""(C, AZ) et (|>(c 8 m) = cy'(w) si c G C, a G AZ. On vérifie que <f> est

un morphisme d'ADGC. Alors

(®AZ(C, AZ), V0)     ^     (®AZ(C, AZ 8 AA"), V)     ^     (AA",/>")

«H la lid (*)

(C,4) «4 (C8AA", A') 4     (AA", £>")

(où i est l'inclusion et p la projection) est un diagramme commutatif de K-S

extensions d'algèbres augmentées.

Si on montre que <¡>* est un isomorphisme, on aura H°(%AZ(C, AZ), V0) =

H°(C, dc) = k. De là, on déduit que H°(%AZ(C, AZ 8 AA"), V) = k.

Les ADGC figurant dans le diagramme (*) sont donc toutes c-connexes, les

théorèmes d'isomorphisme de [11] montrent que si <i>* est un isomorphisme, alors

a* sera un isomorphisme.

Filtrons (C, dc) par F~p(C) = C sip > 0, F + t<(C) = 0 si a > 0, on a EX~P = E°

= H*(C, dc) et d¡ = 0 si / > 1 dans la suite spectrale induite par cette filtration.

Filtrons Ç6AZ(C, AZ) par la filtration d'Eilenberg-Moore. On a E2~P =

Tor^.(AZ)(//*(C), H*(AZ)) dans la suite spectrale d'Eilenberg-Moore, donc on a

Ê2~P = 0 si p > 0 et ¿2° = //*(C) ®H.(AZ)H*(AZ) et le morphisme <í>2 = <¡>$:

E2 -* H*(C) est donné par

*?(|>] ®«.(az, [A]) = [c]y'*[A]    si c G C, A G AZ.

Ceci montre que <f>2 est un isomorphisme, et donc que <¡>* est un isomorphisme car

les filtrations sont dans le second quadrant.

Ceci achève la démonstration de la Proposition 4.3.4.

On a déjà montré que la suite spectrale définie au paragraphe 1 et la suite

spectrale d'Eilenberg-Moore avaient même terme Ex.

Comme le morphisme a ne préserve pas les filtrations, on va définir une nouvelle

filtration sur $AZ(C, AZ 8 AA") notée F'p, telle que a(F~p) c F~P(C 8 AA") et

F~p c F~p. On aura des homomorphismes a,:  E¡ —> E¡ induits par o et des
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homomorphismes (9,: Ei^>Ëi induits par l'identité sur <$AZ(C, AZ 8 AA"). On

montrera que pour i = 2 (et donc i > 2) ces homomorphismes sont des isomor-

phismes.

On définit une trigraduation sur 6âAZ(C, AZ 8 A A") de la manière suivante:

soient c G C, a, G (AZ)~« = (AZ)«"1* pour   /=!,...,/,

U G (AZ 8 AA")~mr = (AZ 8 AA")r— m

m       »

alors l'élément c[a,| • ■ ■ \a,]U a pour tridegré: ( —/, ^2' = 1 «, + m, s + 2'_, q¡ +

r).

On a

On pose

%AZ(C, AZ 8 AA") = 2   ®~/,~*f.

n>0

q>0

F~P(S>AZ(C,AZ®AX)=    2     $"'•""•*
l+n<p

si p > 0 et F + l = 0. On remarque que F~" = 2/<p ® "'•*'* et donc que F p c
T~/'.

La différentielle V préserve la filtration F~p, et on construit une suite spectrale

notée (Ê„ d¡).

Proposition 4.3.5. La suite spectrale (E¡, d¡) vérifie:

(1) Ê0~p - 2/+n=„ ®A¿'-"'*(C, AZ 8 AA");

J0(C[a1|...|a/]í/) = a'c(C)[a1|...|a/]í/
L J L J

si c E C, a, G A+Z, U G AZ 8 AA".

(2) Êf as 1S(APZ,^)(//*(C), (AZ 8 AA", a")) oà H*(C) est considéré comme un

(AZ, d)-module différentiel à gauche grâce à y*p. La différentielle dx est égalé à la

différentielle totale de la bar construction associée au triplet

(H*(C),Q)y^(AZ,d)-U(AZ ®AX,d').

Proposition 4.3.6. Le morphisme o défini dans la Proposition 4.3.4 est tel que

a(F~p) c Fp et le morphisme induit o2: (E2, d2) -+(E2, d2) est un isomorphisme.

Proposition 4.3.7. On a F~p c F~p et le morphisme 02 induit par l'identité, de

(E2, d2) dans (E2, d2), est un isomorphisme.

Ces 3 propositions se démontrent aisément en généralisant les méthodes

employées dans [12] pour démontrer le Théorème 7.14.

La démonstration du Théorème 4.2.2 est ainsi achevée.

Remarque 4.3.8. Le Lemme 4.3.3 permet de donner un énoncé un peu différent

du Théorème 4.2.5. Si i/>': (AUB., dB.) -h> A(B') est le modèle minimal de B', il existe

un morphisme d'ADGC 0: (AZ, Z))—>(At/B., dB) tel que »//0  soit homotope à
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A(g)ir; et on a

Théorème 4.3.9. Soit un carré fibre

F      =       F

i i
E'      -»      E

n       if
B'      A      B

satisfaisant aux hypothèses du Théorème 4.2.5.

Alors la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibre est isomorphe, comme

suite spectrale d'algèbres graduées différentielles à la suite spectrale définie a« §1 sur

(AUB., dB) 8(AZ D) (AZ 8 A A", D') sa AUB, ®k AX munie de la différentielle A'

correspondante.

4. Applications du théorème fondamental 4.2.5. On dit qu'une suite spectrale

(E¡, d¡) collapse au wième terme si d¡ = 0 pour tout i > m.

Si la suite spectrale est dans le second quadrant, et si elle collapse au «lième

terme, alors on a £„ = E^.

Rappelons que si F—» /s —» B est un fibre de Serre dont les espaces sont connexes

par arcs et si B est simplement connexe, si k est un corps commutatif, on définit

une suite spectrale appelée suite spectrale de Serre du fibre dont le terme E2 vérifie

Epy" = H»(B, k) 8 H"(F, k) et Ex = Gr H*(E, k).

Si H*(F, k) ou si H*(B, k) est de type fini, Serre montre que la suite spectrale

collapse au terme E2 si et seulement si y* est surjective.

Proposition 4.4.1. Soit un fibre de Serre F—>£■—>/? dont les espaces sont

connexes par arcs, B simplement connexe. On suppose que H*(F, k) ou H*(B, k) est

de type fini. Soit

H*(B)       C H*(E) C        H*(F)

PÎ ÎP ÎP
(AZ, d)     -*     (AZ 8 AA", a")     -*     (AA", d")

le modèle minimal bigradué de f* (où p" est induit par p'); soit (AZ, £>) —> (AZ 8

A A", D') -+ (AX, D") le modèle filtré def.

Alors si H+(AX, d") = 0, la suite spectrale de Serre collapse au terme E2.

Démonstration. Si H+(AX, d") = 0, le terme É2 de la suite spectrale d'Eilen-

berg-Moore du fibre vérifie E2P = 0 si p > 0; ce qui implique que E~p = 0 si

p > 0 et £° = Ê° = H*(AX, D"); donc H*(AX, D") = {[a] G H*(AX, D")\a G

AA"0}. On définit ainsi une surjection s: H0(AX, d") —> H*(AX, D") induite par

l'identité de AA"0. De plus, on a 77"*s = p"*, ce qui entraîne que p"* est surjective,

puis que y* est surjective. Le théorème de Serre permet de conclure.

Proposition 4.4.2. Soit un fibre de Serre F-±E-*B dont les espaces sont

connexes par arcs, B simplement connexe et H*(F, k) est de type fini. Supposons que

la suite spectrale de Serre collapse au terme E2, alors
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(1) H + (AX, d") = 0 et p"*: //0(AA", d") -» H*(F) est un isomorphisme.

(Y) (AX, D") est le modèle filtré de la fibre F.

(2) La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibre collapse au terme E2, E2~p = 0 si

p > 0 et le morphisme naturel d'algèbres graduées k 8W.(B k) H*(E, k) —» H*(F, k)

est un isomorphisme.

(3) Pour tout espace connexe par arcs B' et toute application continue g: B' —» B, la

suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibre:

F =       F

i i
B' XB E = E'      ->      E

n if
B' i       B

collapse au terme E2, de plus on a E2~p = 0 si p > 0, et le morphisme naturel

d'algèbres graduées: H*(B', k) 8W.(S t) H*(E, k) —» H*(E', k) est un isomorphisme.

4) Pour tout espace B' simplement connexe et toute application continue g: B' —> B,

la suite spectrale de Serre du fibre image réciproque F —» E' = B' X B E —» B'

collapse au terme E2.

Démonstration. Montrons d'abord (3): on sait, d'après un théorème de Leray-

Hirsh [3], que si la suite spectrale de Serre collapse, f* munit H*(E, k) d'une

structure de H*(B, k)-modu\e libre. Dans la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du

carré fibre, on a Ë2~p = TorpH.(B)(H*(B'), H*(E)), donc É2'p = 0, si p ^ 0. Cette

suite spectrale collapse donc au terme E2 et de plus E^ = E^ = //*(£", k) = E2

= H*(B') ®H.(B) H*(E). Le (2) est une conséquence de (3) en prenant B' réduit à

un point.

Montrons (1). D'après le Théorème 4.2.2, on sait que Ef = Hp(AX, d"), donc

on a H + (AX, d") = 0. Si la suite spectrale de Serre collapse,/* est surjective, donc

p"* est surjective. Pour tout « > 0, p"*" est une application surjective entre espaces

de même dimension, donc c'est un isomorphisme.

Montrons (4). D'après (3), H*(E', k) est un H*(B', /c)-module libre, donc, dans

la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibre T—>£"—>/?', on a E2~p =

Tor^.(B)(/c, //*(£")) = 0 sip > 0. La Proposition 4.4.1 appliquée à ce fibre donne

le résultat.

Remarque 4.4.3. Soit un fibre de Serre /-"—»£—»5 vérifiant les hypothèses du

Théorème 1.6. On suppose que E et B sont formels et que / est formelle. Les

résultats du Chapitre II montrent que si f* a pour modèle minimal bigradué

(AZ, d) -* (AZ 8 AA", a"), on a un diagramme commutatif dont les flèches verti-

cales sont des quasi-isomorphismes

AU) AU)
A(B) V A(E) -» A(F)

77| Î77' V'

(AZ, d)       -*      (AZ 8 AA", a")       -»      (AA", d").

Ceci n'implique pas que F est formel.
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Cependant, soit un fibre F —» F —» B tel que E et B soient formels et / soit

formelle, alors 77": (AX, d") —» A(F) est le modèle minimal de la fibre. Posons

„(AA")* = (AX)kn_k, nous vérifions que, suivant la définition de [2], la fibre F a un

système de poids positifs.

Théorème 4.4.4. Soit F^> E —> B un fibre où les espaces sont connexes par arcs, B

est simplement connexe, H*(F, k) ou H*(B, k) est de type fini. Supposons que les

espaces E et B soient formels et que f soit formelle. Si la suite spectrale de Serre

collapse au terme E2, alors la fibre F est formelle.

Démonstration. Il résulte de la formalité de /, et de la Proposition 4.4.2 que

(AA", d") est le modèle minimal bigradué de H*(F) et le modèle filtré de F.

Citons enfin quelques applications du théorème fondamental dont certaines ont

été obtenues par des méthodes différentes.

Proposition 4.4.5. Soit un carré fibre

F F

i i
E' = B' XB E —»      E

n 1/
B' -4       B

vérifiant les hypothèses du Théorème 1.7.

Supposons que les espaces E, B, B' soient formels et que les applications f et g

soient formelles, alors la suite spectrale d' Eilenberg-Moore du carré fibre collapse au

terme E2; de plus on a:

H*(E', k) = TorH.(B,k)(H*(B', k), H*(E, k)).

Remarque 4.4.6. La conclusion de la Proposition 4.4.5 peut être fausse si l'une

des applications f ou g n'est pas formelle. En effet, soit la fibration de Hopf:

S1 -» S3^>S2, elle n'est pas formelle. On calcule facilement le modèle filtré de/.

La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibre est isomorphe, grâce au Théorème

4.2.2, à une suite spectrale (£,, d¡) définie sur (AA", D") telle que E2~2 as k, E2 as k

et d2 est un isomorphisme de E2~2 sur E2.

Soit G -» P -» B un C-fibré principal de classe C °° dont le groupe structural est

un groupe de Lie G compact connexe et la base B est un C-W complexe de type

fini. On sait [10] que ce fibre peut être considéré comme l'image réciproque du fibre
p

universel G —» EG —» BG par une application continue g: B —> BG. De plus, g*:

H*(BG, R) —> H*(B, R) est égal à l'homomorphisme de Weil h9.

On a H*(G, R) = E(PG), H*(BG, R) = S(QG) où Q2n = P2n~\ soit tg une

transgression: (PG)2ni ^(QG)2n.

Théorème 4.4.7. Soit G —» P —» B un tel G-fibre principal dont la base B est

formelle. Alors on a

H*(P, R) = TovH.(Bc,K) (H*(B, R), R) = //*(//*(/?) 8 E(PG), 8')

où 8!H.(By = 0, 8'(u) = h9TG(u) si u G PG.
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Démonstration. C'est une conséquence des Théorèmes 4.2.5 et 4.4.5.

Théorème 4.4.8. Soit G —» P —» B un G-fibré principal tel que G est un groupe de

Lie compact connexe, et B est un C-W complexe de type fini. Si l'idéal

(Im hy).H*(B) peut être engendré par une suite régulière de m éléments homogènes

de H*(B, R), alors on a un isomorphisme de k-algèbres graduées:

H*(P,R) =[H*(B)/ (Im h£).H*(B)] 8 E(PG)

où P'G est un sous-espace vectoriel de PG de codimension m.

Démonstration. Soit (a,, . . . , am) une suite régulière de générateurs de l'idéal

engendré par Im h$. Quitte à faire un automorphisme sur H*(B) 8 E(PG), on peut

toujours supposer qu'il existe un système libre de vecteurs de PG, (t>,)1<1<m, tel que

a, = h9TG(Vj). Soit P'G un supplémentaire dans PG du sous-espace PG engendré par

les vecteurs (u,)1<;<m. Soit (v¡)i>m+x une base de PG.

Reprenons les notations et les conclusions du Théorème 4.2.5. Comme Im «^ est

engendré par (a,, . . . , am), il existe, pour tout i > m + 1, des éléments o, G

Ker dB et b¡ G A(B) tels que

m

A'(l 8 vt) = 2  («,, ® 1)A'(1 8 vy) + dBb, 8 1,
7=1

pour tout i > m + LA l'aide d'un automorphisme d'ADGC respectant la filtration

de A(B) 8 E(PG), on peut supposer que A'(u,) = 0 pour i > m + \. La

sous-algèbre A(B) 8 E(PG) est une sous-algèbre différentielle graduée filtrée

lorsqu'on la munit de la restriction de la différentielle A' et de la filtration induite.

De plus, on a

H*(P, R) = H*(A(B) 8 E(P¿), A') 8 E(PG).

La filtration de (A(B) 8 E(PG), A') définit une suite spectrale dont le terme Ex est

H*(B)®E(PG) et dx(v¡) = h9TG(v¡). Par hypothèse, (dx(v¡))x<i<m forment une

suite régulière d'éléments; le théorème principal de [13] (qui reste vrai si H*(B)

contient des éléments en degrés impairs) implique que

F-2" = Hp(H*(B) 8 E(PG), dx) = 0   sip ¥= 0,

£2° = H0(H*(B) 8 E(PG), dx) = H*(B)/ (a>,)l0<m.

Cette suite spectrale collapse donc au terme E2, et de plus on a un isomorphisme

d'algèbres graduées:

£20^ H*(A(B) 8 E(P¿), A').
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