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REALISATION DE MORPHISMES DONNES EN COHOMOLOGIE
ET SUITE SPECTRALE D’EILENBERG-MOORE
PAR
MICHELINE VIGUE-POIRRIER

RESUME. On construit une suite d’obstructions a la realisation par une application
entre types d’homotopie rationnelle, d’'un morphisme donné en cohomologie. On
donne, sous des hypotheses de finitude, des conditions simples d’existence de
realisation. On montre aussi que, pour des algebres différentielles commutatives
graduées sur un corps de caracteristique 0, la realisation d’un morphisme donné en
cohomologie depend, en general, du corps de base. La technique utilisée est la
construction du modele minimal bigradué¢ d’'un homomorphisme d’algebres com-
mutatives graduees, puis du modele filtre d’une application continue, par déforma-
tion des differentielles du modele bigradue de I'application induite en cohomologie.
Cette construction est utilisce pour donner une methode explicite de calcul de la
suite spectrale d’Eilenberg-Moore (E;, d) d’un carre fibre. On en deduit des criteres
pour qued;, =0, > 2.

Dans [12], S. Halperin et J. Stasheff étudient le probleme suivant: étant donnés
deux C.W. complexes de type fini simplement connexes et un isomorphisme f:
H*(S, Q) « H*(T, Q), peut-on réaliser f par une équivalence d’homotopie entre
les types d’homotopie rationnelle de S et 7?7 Ils construisent une suite d’obstruc-
tions O,(f) a la réalisation d’un tel isomorphisme et montrent que f est réalisable si
et seulement si toutes les obstructions O,(f) sont nulles. Ils donnent aussi des
formules explicites pour le calcul de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore E, =
Tor ;. x(Q, Q) = H*(2X).

L’origine de notre travail était de généraliser I’étude de S. Halperin et J. Stasheff;
nous nous sommes posée les questions suivantes:

Probléme 1. Soient S et T deux C.W. complexes nilpotents de type fini et soit f
un homomorphisme d’algébres H*(S, Q) — H*(T, Q). Est-ce que f est réalisable
par une application (définie a homotopie prés) entre les types d’homotopie ration-
nelle de S et 7?

Nous définissons, ici aussi, une suite d’obstructions O,(f) a la réalisation d’un tel
homomorphisme, chaque O,(f) est une variété algébrique affine et nous avons:

THEOREME. Si H (T, Q) = 0 et s°il existe un entier m > 1 tel que H?(S, Q) = 0,
p > m. Alors f est réalisable si et seulement si pour tout n, 0 € O, (f).
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CoOROLLAIRE 3.1.5. S’il existe un entier | > 1 tel que HP(T, Q) =0,1 < p </, et
H?(S,Q) =0, p>3/+ 1, alors tout morphisme f: H*(T, Q) — H*(S, Q) est
réalisable.

L’outil privilégié pour I’étude d’un tel probléme est la théorie du modéle minimal
de D. Sullivan [17]. Cette théorie établit une équivalence de catégories entre la
catégorie homotopique rationnelle I, (voir [14]) dont les objets sont les Q-espaces
ayant le type d’homotopie d’'un C.W. complexe de type fini, et la catégorie ‘DKQ des
Q-algebres différentielles graduées minimales nilpotentes de type fini. A un espace
T €E Y, Q> On associe une algebre minimale (AX7, dr) sur Q dont la cohomologie est
isomorphe a la cohomologie singulié¢re rationnelle de T, et qui décrit entiérement le
type d’homotopie rationnelle de 7.

Dans la catégorie M, des algébres différentielles graduées minimales nilpotentes
de type fini sur un corps k de caractéristique 0, nous poserons un probléme
analogue au probléme topologique:

Soient (A, d,) et (A, d,) deux objets de IM,, et soit B un homomorphisme
d’algébres H*(A, d,) - H*(A’, d,.). Est-ce que B est réalisable par un morphisme
d’algébres différentielles graduées a: (4, d,) — (4’, d,)?

PROPOSITION. Soient S et T deux espaces nilpotents ayant le type d’ homotopie d’un
C.W. complexe de type fini. Soit f un morphisme H*(T, Q) — H*(S, Q). Alors f est
réalisable si et seulement si le morphisme correspondant f: H*(AXy) - H*(AXg) est
réalisable dans Mg. (AX (resp. AX) est le modéle minimal de T (resp. de S).)

Nous sommes alors ramenée a étudier un probléme purement algébrique.

Une autre question se pose ensuite:

Probléme 2. Soient (4, d,) et (A’, d,.) deux objets de 9N, soit f un homomor-
phisme: H(A, d,) —> H(A’, d,.), et soit K un corps contenant k. Supposons que
f ® 1, soit réalisable, est-ce que f est réalisable?

Dans [12], Halperin et Stasheff ont montré que si f est un isomorphisme et si
f ® 1, est réalisable, alors f est réalisable.

Par contre, dans le cas général, la réponse au Probléme 2 est non; nous avons:

EXeMPLE 3.2.2. Soit H = A(x,, X5, X3)/(x}, x,x,, x3) la Q-algébre graduée en-
gendrée par les générateurs x, en degré 12, x, en degré 15, x; en degré 26. 1l existe
des Q-algébres différentielles graduées (4, d,) et (4’, d,) de cohomologie H telles
que le morphisme f: H — H défini par f(x,) = 0, f(x,) = 0, f(x;) = x, est réalisable
sur R, et non sur Q.

Probléme 3. Peut-on construire un modele filtré d’une application continue qui
permettra de donner des formules simples pour le calcul de la suite spectrale
générale d’Eilenberg-Moore?

Nous résolvons ce probléme en donnant une méthode explicite de calcul qui
n’utilise pas la bar construction et qui permet de connaitre la cohomologie de
I’espace total d’un fibré image réciproque, ou la cohomologie de la fibre d’un fibré
de Serre.

. / . L .
Soient F — E > B un fibré de Serre et g: B’ — B une application continue, on

. S g
suppose que les espaces sont connexes par arcs. Soit F— E’— B’ le fibré image
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réciproque. Nous exhibons une ADGC filtrée, modéle de E’, et nous définissons
une suite spectrale associée a la filtration de cette ADGC, nous démontrons
(Théoréme 4.2.5) qu’elle est isomorphe, par un isomorphisme d’ADGC a partir du
terme E,, a la suite spectrale d’Eilenberg-Moore définie dans [16].

Nous donnons de nombreuses applications de ce théoréme. Nous étudions des
relations entre la propriété “E, = E_” pour la suite spectrale de Serre du fibré
F > E — B et la propriété “E, = E_” pour la suite spectrale d’Eilenberg-Moore.
Nous donnons des conditions pour que la fibre d’'une application formelle soit
formelle (Théoreme 4.4.4).

Le plan de cet article est le suivant: Dans le Chapitre I, nous ferons des rappels
sur la théorie des algébres commutatives différentielles graduées. Dans le Chapitre
II, nous définissons la notion de modele minimal bigradué d’un morphisme
d’algébres graduées, puis la notion de modéle filtré d’un morphisme d’algebres
différentielles graduées. Cette construction du mode¢le filtré sera utilisée dans le
Chapitre III pour définir la notion de n-réalisabilit¢ (n > 0); on y définit une
obstruction a prolonger une n-réalisation en une n + l-réalisation. Ceci nous
permet de démontrer le Théoréme 3.1.5. On donne aussi des formules permettant
de comparer les obstructions correspondant a deux n-réalisations distinctes pour
n=1 et n=2. On démontre alors le Théoréme 3.1.8, ainsi que les théorémes
concernant le changement de corps de base. Dans le Chapitre IV, nous utilisons
notre construction du modéle filtré d’'une application continue pour résoudre le
Probléeme 3.

Je remercie Dennis Sullivan qui m’a initiée a la théorie de 'homotopie ration-
nelle, Stephen Halperin qui m’a posé les questions qui ont été le point de départ de
ce travail, et a guidé mes recherches sur ce sujet, enfin Daniel Lehmann qui a porté
un intérét constant a mon travail et dont les conseils m’ont permis d’améliorer bon
nombre de mes résultats.

CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES

Dans toute la suite, on considére des k-algébres graduées ou k est un corps de
caractéristique O et I'indice de la graduation parcourt N. Ces algebres sont com-
mutatives dans le sens suivant: si H = & ,,, H” est une k-algebre graduée si
a € H? etb € HY, alors b.a = (—1)?a.b.

On notera |a| le degré de a.

Une algébre commutative graduée est dite connexe si H® = k.

Une algébre différentielle graduée commutative (notée ADGC) est une algebre
commutative graduée, A4, munie d’une différentielle d: 47 — A”*! vérifiant d(a.b)
= da.b + (—1)a.db, et d*> = 0.

La cohomologie de (4, d) est 'algébre commutative graduée H(A) donnée par
H(A) = Kerd/Im d.

Une algebre différentielle graduée (A4, d) est dite c-connexe si H%(A) = k.

Une algébre graduée H = @ H? est dite de type fini si les espaces vectoriels H”
sont de dimension finie pour tout p.

Si un morphisme d’ADGC induit un isomorphisme en cohomologie, on dit que
c’est un quasi-isomorphisme.
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Si (A4,d,) et (B, dg) sont deux algébres différentielles graduées, on définit
’algébre différentielle graduée A ®, B muie de la différentielle 4 produit tensoriel
de d, et dgy de la maniére suivante:

(a ® b).(a ® b) = (-1 ® b,
da®b)=da® b+ (—1)a®dyb
ola€E A,a €A, bE B, b E B.

Si X=6 »>0 X7 est un k-espace vectoriel gradué, on notera AX, I’algébre
commutative graduée libre suivante:

AX = S(? X¥)® E(EP x**1) ouS(® Xx*)

est l'algébre symétrique engendrée par les ¢€léments de degrés pairs de X, et
E(® X%*") est 'algebre extérieure engendrée par les éléments de degrés impairs.

DErINITION 1.1 [11]. Soit (B, dg) une ADGC munie d’une augmentation &:
B — k. Une extension de Koszul-Sullivan (en abrégé K-S extension) de base B est
une suite ’ADGC:

(B, dg)<>(B ® AX, d') D' (AX, d”)
ayant les propriétés suivantes:

(1) AX est une algébre libre, il existe un ensemble bien ordonné I tel que
X = @ ., X,, et pour tout a, il existe n, tel que X, C X ™ (i.e. les éléments de X,
sont homogenes de degré n,).

Qd'(X,) C BONMBg . Xp)ra €L

(3) L’inclusion i et la projection p = ¢ ® 1 sont des morphismes d’ADGC.

Une K-S extension est dite minimale si n, est une fonction croissante de a.

Si B = k, une algébre libre (AX, d) vérifiant (1), (2) et (3) est appelée une K-S
algébre libre.

DEFINITION 1.2. Notion d’ homotopie [11]. Soit

(B, dg)™S (B ® AX, d') 5> (AX, a”)
une K-S extension dont la base (B, dg) est une K-S algebre libre connexe et dont la
fibre AX est connexe.

Soit n: (G, dg) — (E, dg) un morphisme ’ADGC, et soient (¢,);-0,1 €t (¥,);~0,
des morphismes d’ADGC rendant les diagrammes suivants commutatifs:

¥,
(B, dp) - (G, dg)
incl} n
¥
(B®AX,d) — (E,dg)

j=0,1

Si B =(AZ,d), on définit PADGC (B’, D) comme étant TADGC (AZ ® AZ
® ADZ, D) ou

(l) D__lAZ = d’ _

(ii) Z est I’espace gradué défini par Z? = ZP* L
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Une dérivation i de degré — 1 est définie par iz = Z, iz = 0, iDz = (0, alors

0 . Y]
exp(iD + Di) = > ('D—+'Dl—)—
n=0 n:

est un automorphisme de 'ADGC (B’, D); (la somme SP(D + Di)'(x)/n! est
finie, pour tout x € B').
Soit A, l'inclusion (AZ, d) > (AZ & AZ @ ADZ, D), et posons
A, = exp(iD + Di)A,,.
On définit de méme PADGC [(B ® AX)’, D'].
Le couple (¥,, ¢,) est dit homotope au couple (¥, ¢,) s’il existe un carré
commutatif de morphismes d’ADGC

(B', D) 5 (Gdg)
incl] In
(B®AX), D) 3 (E dp)

telque ¥ o A\)p =y et @ o Npgry, =9,/ =0, 1.

Si B = k = G, alors ® est une homotopie de ¢, & ¢,.

On peut alors énoncer le théoréme d’existence et d’unicité du modéle minimal
d’un morphisme d’ADGC. Ce théoréme démontré dans [11] et [17], généralise la
notion de modéle minimal d’une algébre différentielle graduée.

THEOREME 1.3. Soit y: (B, dg) = (E, dg) un morphisme d’ADGC c-connexes.
Alors il existe une K-S extension minimale de base B: (B, dB)—'—>(B ®
AX, d’)i(AX, d”) et un morphisme ¢: (B ® AX, d") — (E, d) tel que

Dopei=y,

(ii) ¢* est un isomorphisme.

On montre qu’une K-S extension minimale de base B vérifiant (i) et (ii) est
unique a isomorphisme prés. Elle est appelée le modéle minimal de y de base B.
On déduit du Théoréme 1.3 le théoréme suivant:

THEOREME. 1.4. Soit v: (G, dg) — (E, dg) un morphisme d’ADGC c-connexes.
Alors il existe une K-S algébre libre minimale (AZ, d) et un morphisme y: (AZ, d)
— (G, dy) et il existe une K-S extension minimale de base (AZ, d): (AZ, d)—'>(AZ
® AX, d')i(AX, d") et un morphisme ¢: (AZ ® AX, d’) — (E, di) tels que:

Dpoi=vyey,

(ii) y* et ¢* sont des isomorphismes.

De plus, on a un critére d’unicité d’une telle extension.

La K-S extension minimale: (AZ,d)—(AZ ® AX, d’) est appelée le modéle
minimal de v.

DEFINITION 1.5. Une K-S algébre libre minimale (A X, d) est dite nilpotente si la
fonction: I D a — n, € N est finie en chaque dimension. Si, de plus, X, est de
dimension finie pour tout a, on dit que ’algébre est nilpotente de type fini.
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On définit alors la catégorie 91, dont les objets sont les K-S algébres minimales
nilpotentes de type fini et les morphismes sont les classes d’homotopie de mor-
phismes. ,

Soit maintenant F > E i) B un fibré de Serre dont les espaces sont connexes par
arcs. Si k est un corps de caractéristique O fixé, on note, pour tout espace connexe
M, A(M) = AHM) ®q k ou Ag(M) est la Q-ADGC définie par Sullivan a 'aide
des P.L. formes [14], [17].

D’aprés le Théoréme 1.3, le morphisme A(f): A(B) - A(F) a un modéle
minimal de base 4A(B):

ad) L a9 4w
Il To
P

AB) 5 aB®AU S (AU Q)
et le morphisme ¢ induit un morphisme a: (AU, d) — A(F).

THEOREME 1.6 [11]. Supposons que:

(1) H*(B, k) ou H*(F, k) soit de type fini,

(2) 7 ,(B) agit de maniére nilpotente sur H*(F, k).

Alors a* est un isomorphisme, donc a: (AU, d) — A(F) est le modéle minimal de
F.

Soit maintenant une applifgation continue g’': B’ — B ou B’ est connexe par arcs,
et soit F—» E’' = B’ Xg E— B’ le fibré image réciproque. Alors 4A(g): A(B) —»
A(B’) est un morphisme d’ADGC et on peut considérer TADGC: A(B’) ® 45,
(A(B)®, AU)~ A(B) ®,AU. Alors A(B')—> A(B)® AU —> AU est une K-S
extension minimale et on a un diagramme commutatif ’ADGC:

AS)
A(B) > A(E") -  A(F)
Il To Ta
A(B) - AB)Y®AU —> AU

On déduit du Théoréme 1.6 et d’'un théoréme d’isomorphie:

THEOREME 1.7 [11]. Supposons que:

(1) = ,(B) agit de maniére nilpotente sur H*(F, k),

(2) ou bien H*(F) est de type fini, ou bien H*(B) et H*(B’) sont de type fini.

Alors o} est un isomorphisme, donc A(B) - A(B’) ® 45, (A(B) ®, AU) est le
modéle minimal de base A(B’) de A(f").

CHAPITRE I1. LE MODELE MINIMAL BIGRADUE D’UN MORPHISME D’ALGEBRES
GRADUEES ET LE MODELE FILTRE D’'UN MORPHISME D’ALGEBRES
DIFFERENTIELLES GRADUEES

1. Modéle minimal bigradué d’'un morphisme d’algébres commutatives graduées.
Dans [12], Halperin et Stasheff construisent le modéle minimal bigradué d’une
algébre H connexe, vérifiant les propriétés suivantes:
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THEOREME 2.1.1 (HALPERIN-STASHEFF). I/ existe des espaces gradués (Z)),,, et une
différentielle d homogéne de degré inférieur —1 sur AZ = A(D,; Z)), il existe un
morphisme d’ADGC p: (AZ, d) — (H, 0) nul sur A(D - Z,) tel que:

(1) p*: H(AZ, d) — H est un isomorphisme.

2Q)H (AZ,d)=0.

3) (AZ, a')£> H est le modéle minimal de H.

Soient H et H' deux algébres commutatives graduées connexes (sur un corps k)
et 8 un morphisme H dans H’. On suppose, dans toute la suite, que 8': H' - H'!
est injective. Si B est le morphisme induit en cohomologie par un fibré de Serre f:
E — B a fibre connexe, cette hypothése est satisfaite.

Soit donc (AZ, d) % H le modéle minimal bigradué de H donné par le
Théoréme 2.1.1. On va construire un modéle minimal de 8 vérifiant les conclusions
du Théoréme 1.4, tel que AX soit bigradué

H i H’
) o’
(AZ,d) - (AZ®AX,d) 5 (AX, d")
On va définir des espaces bigradués X, X,,...,X,,... et on posera X =

@D ,50X,-Si Y, =Z, & X, on construira une différentielle 4’ sur AY = A(DY,)
= AZ ® AX abaissant la graduation inférieure de AY de un. L’application p’ sera
définie sur AY, = AZ, ® AX,, de fagon que p’'i = Bp et prolongée par O sur Y,,
n > 1. On écrira
Zpy = i€<9n Z, Xgn= iG(Bﬂ X, et Y, = i€<B” (X; 0 Z).
Pour tout #, la sous-algébre A Y, est stable par d’ et on note

(AY(,y), N Kerd’
d'[(AY(m)i1]

et on vérifie que H(AY,, d") = @ ;50 H(AY,, d).

La différentielle 4’ et le morphisme p’ seront construits de fagon que les
conditions (¢;) suivantes soient vérifiées:

(co) p': AYy = AZy® AXy,— H’ estsurjective,

(c) p'*: Hy(AY ), d’)— H’ est un isomorphisme,

(c,) p*: Hy(AY,,d)—>H' est un isomorphisme, et H(AY,, d") =0 pour
I1<i<netn> 2.

Nous allons maintenant expliquer la construction un peu technique des X,, de d’
etdep’.

Construction en degré 0. Soit Zy= H*/H*.H™* T'espace des générateurs de
l’algebre H et 7 la projection: H* — Z,.De méme, on définit Zg= H'*/H'*". H'"
et 7’ est la projection: H'* — Z{.

Le morphisme B induit une application linéaire 8: Z, — Z telle que Br = 7'B.
Soit p la projection de Z; sur Coker B.

On pose alors X, = Coker B etd’ = 0 sur X,

H(AY,,d) =

pouri > 0



454 . MICHELINE VIGUE-POIRRIER

Soit ¢ une section de la projection pr’: H'* — X, = Coker B.

On définit alors p’: AYy, = AZ,® AXy— H’ par ses restrictions a AZ, et AX,,
on pose p’| 7, = Bp, p'|x, = o.

On vérifie que p: AY,— H’ est surjective car, par construction, l’espace
vectoriel Z; est engendré par 7' Bp(Z,) et 7' a(X,).

Construction en degré 1. La condition (c,) sera vérifiée si et seulement si on a
Ker p” = d'((AY),). Notons d(Z,).AY, I'idéal engendré par dZ, dans AY, et
L, = Ker p'/d'(Z)).AY, est un AY;-module gradué. On a L, = @ ,,, L et on
vérifie que L} = 0 car (Ker 8)' = 0.

On pose alors X7 = (L,/A*Y,L)y*' pour p>1, X, =@ XP, Y, =
@D ,(Z7 ® X7¥). (X, est 'espace des générateurs du A Y,-module L,.)

On définit d": X, — Ker p’ C AY,, en choisissant une section de la projection
Kerp > L, - X,—>0.

Onposed’|, =detp|y =0.

Il est clair que 4 est une différentielle sur AY,,,, homogéne de degré inférieur
-l,etonap'd =0.

Il est facile de voir que la condition (c,) est vérifiée, et de plus on a: d’(X,) C
Ker 8+ A*YpA*Y, C Zy + ATYoAYY,,

Construction en degré n > 2. Supposons que (AY,, d’) ait été construit pour un
certain n > | de fagon que le diagramme suivant soit un diagramme commutatif de
morphismes ’ADGC:

o5 H'
) T’
AZpyd) - [(AZ ®AX)ny,d']
On remarque que
(AZ ® AX(,y), N Kerd’
4([AZ ® AX,)

H(AZ @ AX(,,d") =
n+l)
estun H(AZ ® AX,)-module gradué.

On pose alors

X2,, = H(AZ ® AX,,) / Hyr (AZ ® AX().H,(AZ ® A"

et X,,, = @ X7, ,, on définit d": X7,, > (AY,, N Kerd")5*' comme étant une
section de la composée 7, des projections
(AZ ® AX(n))" n Ker d’ - Hn(AZ ® AX(,,)) ——)Xn+|.
Onposed’|, =detp|, =0.

LEMME 2.12. ) (AY), nKerd' c Z, + A*Y.A*Y pour tout n > 1.
() Y, = @ ,,, Y’ pour tout n > 0.

(iii) Les conditions (c,) sont vérifiées pour tout n > 0.

(iv) d'(X,+)) C Z, + A*Y.A"Y pour tout n > 0.

DEMONSTRATION. Elle est analogue a celle du Lemme 3.6 de [12].
On peut maintenant énoncer le théoréme d’existence et d’unicité du modéle
minimal bigradué d’un morphisme.
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THEOREME 2.1.3. (1) Existence. Soient H et H' deux algébres commutatives
graduées connexes et B: H — H’ un morphisme d’algebres graduées injectif en degré
1. Alors il existe un modeéle minimal bigradué de B

B
H — H’

e? T’
(AZ,d) - (AZ®AX,d) 5 (AX, d")

De plus:

(i) p*: H(AZ,d)S H et H,(AZ, d) = 0,

(i) p'*: Hy(AZ ® AX, d)S H' et H.(AZ ® AX,d’) = 0.
(2) Unicité. Supposons qu’il existe un modéle minimal de B

B
H - H’

pl ™w
(AW,8) 5 (AW®AT,8) > (AT, 8")

tel que

(1) W = @ WP est bigradué et § est homogéne de degré inférieur — 1.

(i) T = @ TF est bigradué et &' est homogeéne de degré inférieur —1 dans
AW ® AT.

(iii) p*: H(AW,8)~ H, H (AW) =0, u(AW,) = 0.

(V) w*: H(AW @ AT, 8V~ H',H (AW ® AT) =0, )’ [(AW ® AT),] = 0.

Alors il existe des isomorphismes d’ADGC:

$1(AZ,d)>(AW,6),0: (AZ Q@ AX,d)—> (AW Q AT, §),

n: (AX,d")— (AT, §"), homogénes de bidegré 0, rendant commutatifs les carrés
suivants:

incl p

(AZ,d) S (AZ®AX,d) > (AX,d")

$l 0] In
(AW,8) < (AW®AT,8) — (AT, $")

De plus, p’ = p'8 et p = p§.

DEMONSTRATION. (1) Existence. Les parties (ii) et (iii) du Lemme 2.1.2. montrent
que (AZ,d)—>(AZ ® AX,d') > (AX,d"”) est une K-S extension et que les con-
clusions (1)(i) et (ii) du théoréme sont vraies. De plus, (AZ, d)—p> H est le modéle
minimal de H et la partie (i) du Lemme 2.1.2 montre que la K-S extension est
minimale. C’est donc le modéle minimal de 3.

(2) Unicité. Dans [12], Halperin et Stasheff prouvent I’existence d’un isomor-
phisme ¢ tel que p = u{. Par la méme méthode, on montre Pexistence d’un
morphisme d’ADGC 6: AZ ® AX > AW ® AT bihomogéne de degré O tel que
0i = j§ et p’ = p'0. Par passage au quotient, § définit un morphisme d’ADGC 7:
(AX,d”) - (AT, 8”), bihomogéne de degré 0 et on a np = gf. Des théorémes
d’isomorphisme entre K-S extensions minimales de [11], on déduit que 7 est un
isomorphisme, puis que 8 est un isomorphisme.
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DEFINITION 2.1.4. La K-S extension minimale (AZ, d) > (AZ ® AX, d’) définie
par le Théoréme 2.1.3 s’appelle le modéle minimal bigradué de S.

REMARQUES 2.1.5. (1) Si H = k et (3 est I'inclusion k —» H’, alors AZ = k, et la
construction précédente est celle de Halperin-Stasheff [12].

(2) Si B est un isomorphisme, la construction précédente donne que X = 0, et

(AZ,d) 5’; H’ est le modéle minimal bigradué de H'.

(3) Par construction, on a X, = 0 si et seulement si 3 est surjective.

(4) En général, la K-S algebre libre (AY, d") n’est pas minimale, comme on le
verra sur des exemples. Cependant, on a le résultat suivant:

PROPOSITION 2.1.6. (A Y,,), d’) est minimale si et seulement si
B H'*H*YYCH*H".

COROLLAIRE 2.1.7. Si H est une algébre libre, alors (AY, d’)i H'’ est le modéle
minimal bigradué de H' si et seulement si B ~"(H'* . H'*) Cc H*.H*.

ExXemPLE 2.1.8. Soit H une algébre commutative graduée connexe telle que
H' =0, et soit B la projection: H — k = H°.
Soit

H - k

Tp T’
(AZ,d) - (AZ®AX,d) - (AX,d")

le modéle minimal bigradué de 8.

Notons Q(d’) I'application linéaire induite par d’ sur ’espace vectoriel Z @ X
des éléments indécomposables.

On peut montrer que Q(d’) est un isomorphisme de X2 sur Z2*}, et que d” = 0.

REMARQUE 2.1.9. L’exemple précédent montre que, en général, H_ (AX,d"”) # 0.
La K-S algébre libre minimale bigraduée (AX, d”) n’est pas le modéle minimal
bigradué, au sens du Théoréme 2.1.1, d’'une algébre commutative graduée. On

verra, au Chapitre IV, que ’hypothése que H_ (A X, d”) = 0 est forte.

2. Modéle filtré d’un morphisme d’algébres différentielles graduées. Dans [12],
Halperin et Stasheff démontrent le théoréme suivant:

THEOREME 2.2.1. Soit (A, d;) une ADGC c-connexe, et soit (AZ, d) une ADGC
telle que AZ = N(D,~, 50 Z7) est bigradué et d est homogeéne de degré inférieur
— 1, et soit p un morphisme d’ADGC (AZ,d) — H(A) tel que p(AZ,) = 0. On
suppose que les conditions (c,),,o du paragraphe 1 sont vérifiées, pour le morphisme p:
(AZ,d) — H(A). (On ne suppose pas que (AZ, d) est minimale.) Alors il existe une
ADGC (AZ, D) et un morphisme w: (AZ, D) — (A, d,) tel que:

E)D—-d:Z, -2, ,(AZ),n >0,

(Ey) cl(mz) = p(z) siz € AZ,,

(E5) 7* est un isomorphisme.
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De plus, si ': (AZ, D) — (A, d,) vérifie les conclusions (E)), .., , 3, alors il existe
un isomorphisme ¢: (AZ, D) — (AZ, D’) tel que

(i) ¢ - id: Zn i 2[<"_| (AZ)I’

(i) 7’'¢ est homotope a .

(AZ, D)L(A, d,) est appelé un modéle filtré de (A4,d,). Si (AZ,d) est
minimale, (AZ, D)L(A, d,) s’appelle le modele filtré de (A4, d,). C’est une K-S
algébre libre, non minimale en général.

Dans toute la suite, on filtrera I’algébre bigraduée AZ de la maniére suivante
F7P(AZ)=2,.,(AZ),,p > 0,et F *1 = 0. Cest une filtration décroissante, et la
différentielle D préserve la filtration.

La démonstration du Théoréme 2.2.1 repose, de maniére fondamentale, sur le
lemme suivant:

LEMME 2.2.2 [12]. Soit H une algébre graduée connexe, soit (AZ, d) une ADGC
telle que AZ = N(D,~, .50 ZF) est bigradué et d est homogeéne de degré inférieur
— 1, et soit p un morphisme d’ADGC: (AZ,d)— H tel que p(AZ,)=0. On
suppose que les conditions (c,),so du paragraphe 1 sont vérifiées. On fixe une
application linéaire n: H — AZ, tel que pn = idy. Soit (AZ,), D) une ADGC telle
que D — d: Z, > F~Y"D(AZ), 0 <I<n. Alors, si u € F~""YAZ) et vérifie
Du =0, il existe v € F™"(AZ) et a € H tels que u = Dv + n(a).

COROLLAIRE 2.2.3. Soit (AZ, d) 5H vérifiant les hypothéses du Lemme 2.2.2. Soit
(AZ, D) une ADGC telle que D — d: Z, — F~""2(AZ), n > 0. Alors I’inclusion
A: AZy > AZ induit un isomorphisme

A*: H(AZ,d) = AZ,/d[(AZ),] - H(AZ, D).

On définit ainsi un isomorphisme p*(\*)~': H(AZ, D) - H.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. D’aprés le Lemme 2.2.2, A* est surjective.
L’injectivité découle des conditions (c,).

Enongons maintenant le théoréme fondamental d’existence et d“unicité” du
modéle filtré d’'un morphisme d’ADGC.

THEOREME 2.2.4. Soient (A, d,) et (A’, d,) deux ADGC c-connexes, et soit a:
(4, d;) - (A’, d,) un morphisme d’ADGC tel que o* est injectif en degré 1. Soit

HA4) _ 5 H(A)
) T’
(AZ,d) - (AZQ®AX,d)=(AY,d)

le modéle minimal bigradué de a* défini au Théoréeme 2.1.3.

Soit (AZ, D) 5 (4, d,) le modéle filtré de A défini au Théoréme 2.2.1.

(1) Existence. Alors il existe une ADGC (AZ ® AX, D’) et un morphisme 7'
(AZ ® AX, D) — (A’, d,) vérifiant les conditions:

(E)D' —d:Y,—»F " IAY),

(E) cl7'(y) = p'(»),y €AY,

(E5) 7'* est un isomorphisme.
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De plus, le diagramme suivant est commutatif:
(4,d) > (A, dy)
g ik
(AZ,D) > (AZ ® AX, D)
i = inclusion et (AZ, D) —ia(AZ ® AKX, D’)—,:)(AX, D") est une K-S extension.

(2) Unicité: Supposons qu’on ait un diagramme commutatif
a

(A’ dA) - (A/’ dA’)
71 (d
(AZ, D) 5 (AZ®AX, D)

ou les couples (AZ, D~):>(A, dy)) et (AZ ® AKX, [3’)—”9(A’, d,) vérifient chacun les
conditions (E)), (E,), (E;).

Alors il existe un isomorphisme ¢: (AZ, D) - (AZ, 5) et un isomorphisme ¢':
(AZ ® AX, D) > (AZ ® AX, D) tels que:

(1) ¢ — idy, et ¢’ — id,,gax font décroitre strictement la filtration.

(i) ¢'i = i¢.

(iil) le couple (7, 7'¢’) est homotope au couple (m, 7).

DEMONSTRATION. (1) Existence. On construit D’ et 7’ par récurrence sur Y, = Z,
®Xp....Y,=2Z,®X,....Sur Z, on prendra D’ = D et 7' = an. On con-
struira D’ et 7’ sur X, par une méthode analogue a celle utilisée pour construire D
et 7 sur AZ: (voir [12], démonstration du Théoréme 4.4). Les axiomes (E,) et (E,)
sont bien vérifiés. Si A'* est I'isomorphisme: Hy(AY, d’) -» H(AY, D), la condition
(E,) implique que 7'* = p’*(\’*) !, donc 7'* est un isomorphisme.

(2) Unicité. D’aprés le Théoréme 2.2.1, il existe un isomorphisme ¢: (AZ, D) —»
(AZ, 5) tel que ¢ — id fait décroitre la filtration, et un morphisme ®: (AZ, D)’ —
(4, d,) tel que ®(A\y),, = 7 et P(A)) 5 = 7.

On va construire un morphisme ®: (AZ ® AX, D’)' - (4’, d,) et un isomor-
phisme ¢: (AZ ® AX,D’) > (AZ Q@ AX, 13’), par récurrence sur le degré
inférieur. On posera sur Y,: ¢" = id, & = #’; sur Z) 9070, on posera ' = a®, et
sur ;\’-0 57] DTYT, on fera la construction du Théoréme 4.4 de [12]. Plus généralement,
on posera &' = a® sur Z, D Z_,l 57] DZ—,, et ¢’ = ¢ sur Z,, et on construira ¢’ sur X,
et & sur X, ® X, ® D’X, selon la méthode de [12]). Il est facile de vérifier que
DMNrzorx = 7 et DA Drzoax = 7¢'. Par construction, on a ¢'i = ad. Ceci
achéve la démonstration du théoréme.

DEFINITION 2.2.5. La K-S extension libre

(AZ, D) 5(AZ ® AX, D) 5> (AX, D)
vérifiant les conclusions du Théoréme 2.2.4 s’appelle le modgele filtré de a.
3. Applications topologiques: modele filtré d’'une application continue.
DEFINITION 2.3.1. Soient S et T deux espaces topologiques connexes par arcs et
soit f une application continue S — T. Le modéle filtré du morphisme A(f):

A(T) - A(S) s’appelle le modéle filtré de f (relativement au corps k de caractéris-
tique O fixé).
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DErFINITION 2.3.2. Un espace topologique connexe S est dit formel (sur k) si le
modéle minimal de 4(S) est égal au modeéle minimal de H*(S, k).

On démontre, [12] ou [17], que la notion de formalité est indépendante du corps
de base. Sullivan démontre que tout espace nilpotent qui posséde une structure
d’espace riemannien symétrique compact orientable est formel (voir [9] ou [12],
7.

On remarque qu’un espace S est formel si et seulement si le modéle filtré de
A(S) est égal au modéle minimal bigradué de H*(S, k). Plus précisément si p:
(AZ, d) > H*(S, k) est le mod¢le minimal bigradué de H*(S, k), S est formel si et
seulement si il existe un morphisme 7: (AZ, d) - A(S) tel que 7* = p*.

Soit S un espace formel, et soit mg: AXg — A(S) le modéle minimal de A(S), il
existe alors des morphismes ’ADGC y5: AXg — H*(S, k) tel que ¢ = m¢.

DEFINITION 2.3.3. Soient S et T deux espaces topologiques connexes formels de
modéles minimaux AXg et AX,. Soit f: S — T une application continue, elle induit
un morphisme d’ADGC fi AX r+ — AXs. On dit que ’application f est formelle sur
k si le diagramme suivant commute a homotopie pres:

AX, 5 Axg

¥rl s

H*(T, k) f) H*(S, k)

(ou y et Y sont des morphismes définis plus haut).

Dans [6], Deligne, Morgan, Griffiths et Sullivan montrent que les variétés
kahlériennes compactes simplement connexes sont formelles et que toute applica-
tion holomorphe entre de telles variétés est formelle.

PROPOSITION 2.3.4. Soient S et T deux espaces formels connexes par arcs et f une
application continue S — T. Alors I’application f est formelle sur k si et seulement si
le modeéle minimal bigradué de f*. H*(T, k) — H*(S, k) est le modéle filtré de f.

DEMONSTRATION. Supposons que

HYT, k) 5 H*S k)
Te T’
(AZ,d) > (AZ®AX,d)
soit le modele minimal bigradué de f* et que

a9 A(S)

al 1o’
(AZ,d) > (AZ ®AX,d)
soit le modeéle filtré de A(f).
Soit m;: AXg— A(S) le modéle minimal de A(S), il existe un quasi-isomor-

phisme d’ADGC 8": AXg; —»(AZ ® AX, d’) tel que 7’8’ est homotope a m,, et il
existe un morphisme 0: (AZ ® AX,d’) > AXg tel que 6’6 est homotope a
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1,z0ax- On vérifie que m(6i) est homotope a A(f)w, donc A(f) induit le mor-
phisme f = 0i entre les modéles minimaux (AZ, d) et AXg. De plus p'0": AXg—
H*(S, k) est tel que (p'8')* = m*. On montre enfin que f*p est homotope a
p'0'f=0p00,ce qui implique que f est formelle.

Réciproquement, supposons que f soit formelle. Soit

HYT, k) 55 H*S k)

et T’
(AZ,d) > (AZQ®AX,d)

le modeéle minimal bigradué de f*, et soit
A
ary Y A(S)
L 17’
(AZ,d) 5 (AZ ®AX, D)

le modéle filtré de f; avec 7#* = p*.

Comme f est formelle, il est facile de construire un morphisme ’ADGC, ¥g:
(AZ @ AX, D) — H*(S, k) tel que ¥¥ = 7'* et tel que ¥ i soit homotope a f*p.
Ceci veut dire (voir Définition 1.2) qu’il existe un morphisme d’ADGC ®: (AZ, d)’
— H*(S, k) tel que ®(A\y),, = Ygi et ®(A)),, = f*p. Il est alors aisé de construire
un morphisme ’ADGC &': (AZ @ AX, D’) - H*(S) tel que ®'i’ = ® (ou i’ est
Pinclusion (AZ, d)) - (AZ ® AX, D")') et tel que ¥(A)rzoax = ¥s- Si on pose
Vi = ®(A\Dazenx> on a alors ¥ii = @A) zeaxi = Pi'A )z = ®A)pz = f*p.
Par construction, ¥ et ¥ sont homotopes, donc on a ¥* = ¥ = #'*. Ceci
prouve que

H*(T) i H*(S)
et 5
(AZ,d) — (AZ ® AX,D’)

est le modéle filtré de f*; et donc que (AZ, d)—’)(AZ ® AX, d’) est le modéle filtré
de f.

REMARQUE 2.3.5. 1l est facile de construire des applications non formelles entre
espaces formels. Par, exemple, on montre que la fibration de Hopf ' — §3 1) S?
n’est pas une application formelle: en effet, f est triviale en cohomologie et
nontriviale en homotopie puisque son invariant de Hopf est égal a un.

CHAPITRE I1I. ETUDE DE LA REALISATION D’'UN MORPHISME DONNE EN COHOMOLOGIE

1. Etude d’une obstruction a la réalisation. Dans ce paragraphe, on se donne deux
ADGC (4, d,) et (4’, d,) qui sont des algebres libres minimales c-connexes sur un
corps k de caractéristique 0. On suppose fixé un morphisme d’algébres graduées f3:
H(A, d,) > H(A’, d,) injectif en degré 1; et on cherche s’il existe un morphisme
d’ADGC a: (4, d,) —> (A, d,) tel que a* = B.
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On va exposer une théorie de I'obstruction nous disant sous quelles conditions 8
est réalisable. Les méthodes employées généralisent celles de Halperin-Stasheff, [12,
Chapitre 5].

L’outil essentiel de cette étude est la théorie développée au Chapitre I1.

On construit le modéle minimal bigradué du morphisme 8

B ,
H(A) - H(A')
r? T’
(AZ,d) - (AZ®AX,d)

défini par le Théoréme 2.1.3.

On construit ensuite le modéle filtré (AZ, D) L(A, d,) de l'algébre différentielle
graduée (4, d,).

Le morphisme d’ADGC p": (AZ ® AX, d') > H(A', d;) satisfait aux
hypothéses du Théoréme 2.2.1, donc on peut construire un modéle filtré de
(A4,d): (AZ ® AKX, D')L(A', d,) vérifiant les conditions (E,), (E,), (E;) du
Théoréme 2.2.1.

On se donne aussi des applications linéaires n: H(4) > AZjetn': H(A') > AY,
telles que pn = id g4, €t p'n’" = idy 4.

Dans toute la suite, on suppose fixés ces deux modeles filtrés de (A4, d,) et
(4’,d,) ainsi que les applications 1 et n’. On mettra toujours sur AZ et sur
AZ ® AX les filtrations définies au Chapitre II, §2.

I1 est bien évident que, en général, D'(AZ) n’est pas contenu dans AZ.

THEOREME 3.1.1. B est réalisable si et seulement si il existe une différentielle D sur
AZ ® AX satisfaisant (E)), telle que D laz = D et s’il existe un isomorphisme
d’ADGC ¢: (AZ ® AX, D) > (AZ ® AX, D’) tel que ¢ — id soit décroissante pour
la filtration (¢ n’est pas AZ-linéaire).

[Dans toute la suite, une application est dite décroissante pour la filtration si elle
est strictement décroissante pour la filtration.]

DEMONSTRATION. Si 8 est réalisable par a: (4, d,) — (4’, d,); on sait construire,
grice au Théoréme 2.2.4, un modéle filtré de a:

(4,d) S5 (4',d,)
7t T

(AZ,D) 5 (AZ ®AX, D)
tel que le diagramme ci-dessus soit un diagramme commutatif de morphismes
d’ADGC. En particulier, ona D, = D.

Mais (AZ ® AX, D) >(A’,d,) et (AZ ® AX, D')>(A’, d,) sont deux

modeéles filtrés de (A4, d,) vérifiant les conclusions du Théoréme 2.2.1. Ce méme
théoréme nous assure ’existence d’un isomorphisme ¢: (AZ ® AX, D) > (AZ ®

AX, D’) tel que ¢ — id soit décroissante pour la filtration et tel que 7'¢ soit
homotope a 7.
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Réciproquement, supposons qu’il existe une différentielle D sur AZ @ AX
vérifiant (E,), telle que D|,, = D, et supposons qu’il existe un isomorphisme ¢:
(AZ ® AX, D) > (AZ ® AX, D’) tel que ¢-id soit décroissante pour la filtration.
On a alors le diagramme suivant de morphismes d’ADGC:

(4.d,) < (AZ, D) 5(AZ ® AX, D) 5 (AZ ® AX, D) 5(4', d,).

Comme (A, d,) est une algeébre libre, on peut construire un morphisme #:
(A,d)) —> (AZ, D) tel que =7 soit homotope a Pidentité. On montre alors que
a = 7'¢i7 est un réalisation de B, en vérifiant que a* = 7' *¢*i*(7*)" ! = B.

Nous sommes alors amenés a poser la définition suivante:

DEFINITION 3.1.2. Le morphisme B: H(A,d,) - H(A’, d,) est dit n-réalisable
(n>0) s'il existe une différentielle D sur (AZ ® AX )iy Satisfaisant (E,), telle que
D|sz,, = D ets'il existe un isomorphisme

¢: (AZ ® AX)(ny, D) = (AZ ® AX)(ny, D)

tel que ¢ — id soit décroissante pour la filtration.

Un t_el couple (D, ¢) s’appelle une n-réalisation de B.

Si (D, ¢) est une n-réalisation de 3, on définit une application linéaire de degré 1
par

0,.\(D, ¢)(2) =[7'¢Dz] siz € Z,,;

([ ] désigne la classe de I’élément dans H(A4").)

Alors O, , ,(D_, ¢) est un élément de Hom'(Z,, ,, H(A")) et s’appelle 'obstruction
définie par le couple (D, ¢).

REMARQUE 3.1.3. Le morphisme B est toujours l-réalisable par la différentielle
D = d’ = D’ et le morphisme ¢ = idlazeaxy,

La premiére question qui se pose alors est de savoir si une n-réalisation se
prolonge en une n + l-réalisation.

THEOREME 3.1.4. Une n-réalisation (D, ¢) se prolonge en une (n + 1)-réalisation si
et seulement si O, . (D, ¢) = 0.

DEMONSTRATION. Si (D, ¢) se prolonge en une (n + 1)-réalisation notée encore

(5, ¢), alors, pour toutz € Z,, ,,ona
[7'¢Dz] =[7'D'¢pz] = 0.

Réciproquement, supposons que 0,,+,(5, ¢) = 0. Nous voulons d’abord pro-
longer D et 4 Z,,,.Siz€ Z,,,, on a Dz € F""™(AZ), et §(Dz) — D'z €
F~""D(AY) N Ker D'. D’aprés le Lemme 2.2.2, il existe w € F "(AY) et «’ €
H(A') tels que ¢(Dz) = D'(z + w) + n'(a').

Comme 0,,+,(5, ¢)(z) =0,ona:0=[7"D'(z + w)]+ a = a'.

On pose alors ¢(z) = z + w, on définit ainsi une application linéaire ¢, en
choisissant w dépendant linéairement de z. Par construction, on a

(¢ —id)(Z,,,) € F(AY) et ¢(Dz)=D'¢(z) sizeZ

n+1°
Il reste 4 prolonger D et ¢ 4 X,,, . Soit x € X, ,, alors D dx € F~""(AY) n
Ker D; d’aprés le Lemme 2.2.2, il existe v € F """ D(AY) et il existe o' € H(A')
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tels que
Ddx = Dv + 7'(a').
On a alors D'¢(dx) = ¢(D dx) = D'¢(v) + n'(a’) d’otr
0=[7"D'¢p(dx)] = a’;

Ceci implique que D(dx — v) = 0.

Posons alors Dx = dx — v — n'([m'(dx — v)]). Alors on a [7'¢Dx] = 0, et on
peut prolonger ¢ a X,,, par la méthode précédente. On étend alors (D, ¢) a
AY, ) par construction, c’est une (n + 1)-réalisation de 8.

THEOREME 3.1.5. Soit un morphisme B: H(A) — H(A’). Supposons qu’il existe un
entier | > 1 tel que
HP(A4)=0, 1 <p <], et HP(A4) =0, p>3/+1.

Alors B est réalisable.

On verra des exemples d’application de ce théoréme aux paragraphes suivants.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.5. D’aprés la Remarque 3.8.4 de [12], on a
Z? =0,1< p < (n+ 1), puisque H?(4) =0pour 1 < p < /.

Soit (D, ¢) une 1-réalisation quelconque, alors 02(5, ¢) € Hom'(Z,, H(A")) et
Z% =0pourl < p <3l Doncsiz e Zﬁetp < 3/, on a alors 02(5, ¢)(z) = 0; de
plus si z € Z{ et p > 31 + 1, alors Oy(D, ¢)(z) est un élément de H?*'(4’), donc
02(5, 9)(z) = 0 d’aprés I’hypothése sur H*(A’). Ceci prouve que 02(13, ¢) =0,
donc (D, ¢) se prolonge en une 2-réalisation de .

En itérant cette démonstration, on construit une suite (13,,, ¢,) ou (5,,, ¢,) est une
n-réalisation prolongeant (l_)-,,_ b Pue 1)

On définit alors une différentielle D sur AZ ® AX satisfaisant E, et telle que
D|,z = D, et on définit un morphisme ¢: (AZ ® AX, D) >(AZ ® AX, D’) tel
que ¢ — id soit décroissante pour la filtration de la maniére suivante:

siu € (AZ ® AX),), on pose Du = D_,lu et ¢(u) = ¢,(u).

Le Théoréme 3.1.1 montre que B est réalisable.

REMARQUE. Comme me I’a suggéré H. J. Baues, on pourrait donner une autre
preuve de ce théoréme en utilisant les résultats de [1].

La seconde question qui se pose dans un probléme de ce type est la suivante: soit
(D, ¢) une n-réalisation de B qui ne se prolonge pas en une n + l-réalisation,
existe-t-il une autre n-réalisation qui va se prolonger?

Cela nous améne a comparer deux n-réalisations et les deux obstructions qui leur
sont associées.

Notation. O,(B) = {On(D—, ®)|(D, ¢) est une (n — 1)-réalisation de B}.

Par définition, une l-réalisation est un automorphisme ¢ de I'ADGC
[(AZ ® AX), d’] tel que ¢ — id soit décroissante pour la filtration.

Soit M, I'espace vectoriel des k-dérivations de degré 0 définies sur (AZ ® A X)),
strictement décroissantes pour la filtration.

Si ¢ est une 1-réalisation, on définit # = log ¢ par la formule

og ) = 3 S (¢~ iay(w),

p=1
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pour tout u € (AZ ® AX), (la somme est toujours finie et a donc un sens). On
vérifie facilement que § = log ¢ est un élément de M,.
Réciproquement, soit § € M, et posons ¢ = e’ ou e’ est défini par

) = 3 - 07(u)
p>0 p:

pour tout u € (AZ ® AX),,. Alors ¢ est un automorphisme de IADGC
(AZ ® AX),), d') tel que ¢ — id soit décroissante pour la filtration.

Il est facile de vérifier que €'8® = ¢ et loge? = 6§, ce qui prouve que les
1-réalisations de B sont les automorphismes e®, ou 8§ € M,.

Définissons alors une application linéaire y: M, — Hom'(Z,, H(A")) par y(6)(2)
=[7'0D’'z] = [7'8 dz]siz € Z,.

On peut alors énoncer les résultats suivants:

PROPOSITION 3.1.6. O5(d’, e®) = 0(d’, id) + v(8).

COROLLAIRE 3.1.7. Le morphisme B est 2-réalisable si et seulement si Oy B) =
Y(M)).

REMARQUE. Si on regarde I'image O,(B) de O,(B) dans I’espace vectoriel
quotient Hom'(Z,, H(4"))/v(M,), alors B est 2-réalisable si et seulement si O,( 8)
=0.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. Si B est 2-réalisable, il existe une 2-réalisation
(Dy, $,) de B; alors dolay,, est de la forme e® et on a Oy(d’,e%) =0. La
Proposition 3.1.6 montre que O,(d’, id) = —y(8y) = y(— ).

Si (d’, ¢) est une l-réalisation de B, alors il existe § € M, tel que ¢ = el et
0(d’, #) = ¥(8) — ¥(8p) = ¥(8 — ). Ceci implique que O( B) = V(M,).

Réciproquement si O,(B8) = y(M,), il existe une l-réalisation (d’, ¢) tel que
O,(¢) = y(0) = 0; par suite (d’, ¢) se prolonge en une 2-réalisation, d’aprés le
Théoréme 3.1.4.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. On a

0,(e?) = [w'e”Dz] et 0,(id) =[='Dz]
d’ou
0,(e?) — 0,(id) = [w’(e’ - id)(Dz)].
Dz € F~Y(AZ), donc

(e® — id)(Dz) = 6(Dz) + > L'_IO D:.
p>2 p:

Or 0Dz € AZ,® AX,, doncona

67!
> P 0 Dz = 0.

p>2

On en déduit immédiatement la formule.
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THEOREME 3.1.8. Soit B un morphisme H(A) — H(A’). Supposons qu’il existe un
entier | > 1 tel que

HP(A) =0, 1<p<] et H?P(A) =0, p>4l+ 1.

Alors B est réalisable si et seulement si O,(B)= 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.8. Si B est réalisable, alors B est 2-réalisable,
et par suite on a O,( B) = 0 d’aprés le Corollaire 3.1.7.

Réciproquement, si O,(8)= 0, alors il existe une 2-réalisation (D, ¢) de S
d’aprés le Corollaire 3.1.7. Cette 2-réalisation définit une obstruction 03(D_, ¢) €
Hom'(Z,, H(A")).

Par hypothése, on a H?(A4) = 0sip < /; on a vu que ceci entraine que Z§ = 0 si
p<4l.Doncsiz € Zf etp < 4/, alorson a 03(5, ¢)z)=0.Siz € Zf etp > 4],
alors O4(D, ¢)(z) € H?*'(A’), mais, par hypothése, on a H?*'(4) = 0si p > 4/,
donc 03(D_, ¢)(z) = 0 pour tout z € Z,. On termine alors la démonstration par la
méme méthode que celle utilisée dans la démonstration du Théoréme 3.1.5.

Nous allons voir maintenant que le probléme se complique lorsque nous voulons
prolonger des 2-réalisations.

On se fixe une 2-réalisation (D, ¢) de B, et on définit ’espace vectoriel M, des
k-dérivations 6 de AZ @ AX, de degré O strictement décroissantes pour la
filtration et telles que D’8 = 0D’ sur ¢(AZ,)).

On vérifie que M, est I'espace des k-dérivations 8 de (AZ ® AX),, de degré 0
strictement décroissantes pour la filtration et telles que d’6 = 6d’ sur Z,. On a:

PROPOSITION 3.1.9. Si (D, ¢) est une 2-réalisation de B, alors toutes les 2-réalisa-
tions sont de la forme e®¢ ou § € M,.

La preuve est laissée au lecteur.

On définit une application non linéaire y: M, — Hom'(Z,, H(4")) par y(§) = {z
> [7'(e® — id)¢Dz]}.

On vérifie que: y(0)(z) = [#'0¢Dz] + %p’(()2 dz).

PROPOSITION 3.1.10. Oy(e®¢) = O4(D, ¢) + y(8), si 0 € M, et si (D, ¢) est une
2-réalisation de 3.

COROLLAIRE 3.1.11. Oy(B) = O4(D, ¢) + y(M,), oti (D, ¢) est une 2-réalisation
fixée de B.

2. Dépendance du corps de base.

THEOREME 3.2.1. Soient (A, d,) et (A’, d,.) deux ADGC minimales c-connexes sur
un corps k et soit 3 un morphisme H(A, d,) —» H(A’, d,.). Supposons qu’il existe un
entier | > 1 tel que HP(A,d,))=0,1<p <l et H?(A',d,)=0p > 4l + 1. Soit
K un corps contenant k. Si B ® 1y est réalisable, alors 8 est réalisable.

Compte-tenu du Théoréme 3.1.8 et de la Proposition 3.1.6, la démonstration de
ce théoréme est analogue a celle du Théoréme 6.8 de [12].
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On va exhiber des exemples montrant que la réalisation dépend du corps de
base. On va construire des Q — ADGC (4, d,) et (4', d,.) et un morphisme f:
H(A,d))—> H(A’,d,) tels que la réalisation de 8 ® 1, (ou K est un corps
contenant Q) est équivalente a la résolution d’une équation polynémiale du second
degré a coefficients rationnels.

ExeMPLE 3.2.2. Soit H = A(X,, X,, X5) la Q-algébre graduée quotient de I’algébre
libre A(x,, X, x;) par Didéal engendré par x1, x,x,, x3 ou |x,| =12, |x,| = 15,
|x;] = 26.

On définit le morphisme 8: H — H par: B(x,) = 0, B(x,) = 0, B(x;) = X,.

On remarque que H» =0si 1 < p <letp > 6/+ 1, avec / = 11. On montre
alors (cf. Théoreme 3.1.8) que, si (4,d,) et (4’,d,) sont des Q-ADGC de
cohomologie H, et si K O Q, le morphisme 8 ® 1, est réalisable si et seulement si
il est 4-réalisable.

On construit d’abord le modéle minimal bigradué de S:

H — H’
To et
(AZ,d) = (AZQ®AX,d)
Z, est engendré par x,, |x,| = 12, x,, |x,| = 15, x5, |x5] = 26.
Z, est engendré pary,, dv, = x2,y,, dv, = X,X,, y3, dy3 = x3.
Z, est engendré par z,, dz, = X, ¥, + X\ Yy, 23, dz3 = X3 5.
Z, est engendré par u,, du, = x,2, — y,y,, Up, diy = X2, + 2¥3, Uy, duy = x,2,
— 3V Uy dug = X2,
X, est engendré par x|, |x}| = 12, p'(x}) = X, et x3, |x5| = 15, p'(x3) = X,.
X, est engendré par ty, d'ty = x,, tg, d'ty = x,, t,,d't) = x}, t,, d't, = x\x}.
On montre ensuite que toutes les différentielles D et D’ (perturbations suivant
(E,) de d et d’) que 'on peut mettre sur Z, pour que f3 soit 2-réalisable sont de la
forme '

Dz, = dz, + a\x;x,, D'z, = dz, + aix;x;,

Dz, = dz, + a,x,x3, D'z, = dz; + a3x,x,, ouag, al € Q.

Alors P'identité sur (AZ ® A X),,, se prolonge en un morphisme
¢: ((AZ ® AX)@), D) - ((AZ ® AX)q), D)

ou D = ¢ 'D’¢, et ¢ est donné par
o(z)) = z; + (a; — a)toxy,  #(2) = 2, + (ay, — a3)toxs.

Ainsi (D, ¢) est une 2-réalisation de .

Les dérivations § de M, sont données par: 6(y,) = 0, 6(y,) = Ax;, 0(z,) = Atgx,,
0(z,) = Atyx;, ou A parcourt Q. On n’explicite pas # sur les autres générateurs de
(AZ @ AX),

On établit alors les formules donnant toutes les différentielles possibles D et D’
que I'on peut mettre sur Z;. On a
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Du, = du, + a,y,x; + b2x§,
D'uy = du, + ajtyx,x; + byx3 + bi(y, — tix,)x; + D'v,
Duy = duy — a,y,x; + c,x3,
D'uy = duy — ajtyx,x; + ;x5 + ¢y(yy — tox,)x; + D'w

ou b,, ¢,, b}, ¢, b}, ¢} sont des rationnels.

On utilise les méthodes de la Proposition 3.1.10, et on montre que 8 ® 1, est
3-réalisable si et seulement si il existe A € K vérifiant A2 + a A + (b, — by =0
et A2+ aA — (c; — ¢3) =0.

Choisissons maintenant D et D’ de manieére que: a, =a, et ¢, — ¢; =
—(by — b3). La 3-résolution de 8 ® 1, est donc équivalente a la résolution dans K
de I’équation: 2A? + a,A + (b, — b3) = 0.

Il nous reste enfin a remarquer que, pour des raisons de degrés, pour tout X, la
3-réalisation de 8 ® 1, est équivalente a sa réalisation.

En corollaire, on peut montrer qu’il y a plusieurs types d’homotopie rationnelle
de cohomologie H, et qu’il y a plusieurs types d’homotopie réelle de cohomologie
H ®R. (Il suffit pour cela de prendre pour ADGC (4, d,) l'algébre formelle
(AZ, d) modéle de H, et de choisir ¢; = —b; de maniére que ;A% + ¢ = 0 n’ait pas
de solution.)

On peut aussi choisir (4’,d,) = (A,d,) et exhiber des endomorphismes f:
H(A, d) > H(A', d,.) dont la réalisabilité dépend du corps de base.

3. Exemples.
EXEMPLE 3.3.1. Morphisme non réalisable. Soit T = (S?VS?) X S% ona

H*(T, Q) = A(x,, x5, x3)/ (xf, X1 X2, x%) = A(fl’ X2 fs)

ou |x;| = |x| =2, [x5| = 3.

Il a été démontré dans ’Exemple 6.5 de [12], qu’il existe deux types d’homotopie
rationnelle ayant une cohomologie isomorphe & H = H*(T, Q). On prendra, pour
espace S, I’espace non formel de cohomologie H.

Considérons le morphisme 8: H — H défini par B(x,) = X, B(Xp) = X, B(X;) =
0.

On a H(T,Q) =0 et H?(S, Q) = 0si p > 5. D’aprés le Théoréme 3.1.5, 8 est
réalisable si et seulement si O,( 8) = 0.

Il est facile de vérifier que le modéle minimal bigradué de B est

o5 H

et T’
(AZ,d) - (AZ®AX,d)

ou Z, est engendré par x,, x,, X5, Z, est engendré par y,, y,, V3, Z, est engendré par
z), z, et d est donné dans [12], X, est engendré par u, |u| = 3, p'(¥) = X;, X, est
engendré par v, |v| = 2, dv = x,.

Le modé¢le filtré de T est égal au modéle minimal bigradué, car T est formel.
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Un modéle filtré de S est de la forme (AZ ® AX, D’) ou
D'z, = dz; + a;x;x3 + Bixyx; + ajxu + B/x,u pouri =1,2; (*)
etai EQ’Bi EQ,(X,-’ EQaBi’ eQ

Une dérivation 8 € M, est définie par la donnée des images des éléments
Y1» Y2 Y3 0. Pour des raisons de degrés, on a 8(y;) = A;x; + A/u ou A, et A parcourt
Qpouri=1,2, 3.

On a donc

Y(0)(z)) = A%, %; — Ayx, X5,
Y(0)(25) = MoX\ X5 — A3XpXs.
Calculons maintenant
0,(id)(z,) =[n'Dz] =[7'dz], z€ Z,
0,(id)(z;) =[7(D'z; — ayx; X3 — BXX3 — ajxu — B/x,u)] pouri =1,2.
0,(id)(z;) = —ajx,X; — B/ X,X;.

D’aprés le Théoréme 3.1.8, B est réalisable si et seulement si il existe § € M, tel
que O,(id) = y(0).

Par suite, B est réalisable si et seulement si il existe des scalaires (A, A)),
i=1,2,3, tels que

~Ny=-ai X= B,
M=—ay, =Ny =-B
B est donc réalisable si et seulement si a; = B,.

Définissons alors une algébre filtrée (AZ ® AX, D) en imposant que D’ — d":
Y, » F~""2(AY), et D’z vérifie la formule (x) pour i = 1, 2, avec & # B;;

Cette algébre filtrée a nécessairement le méme type d’homotopie que S et les
calculs montrent que 3 n’est pas réalisable.

EXEMPLE 3.3.2. Morphisme réalisable. Soit T = S°VS>® on a H%(T, Q) =
A2y, 2p) /(212 = A(z], z5 ) ol |z)| = |z,| = 5.

L’espace S est le sous-espace de I’espace tangent T(S? X S?) formé des vecteurs
unitaires. On a un fibré: §° - S — $2 X S$? non trivial, ce qui nous permet de
calculer facilement le modéle minimal de §. On a (AXg, d) =
(A(xy, X3 Y1, Y2, ¥3), dg) avee |x)| = |x,| = 25 |y,| =3,i=1,2,3;dx;,=0,dy, =
X1 dyy = x3, dy; = xx,.

Alors H*(S, Q) = A(x,, x,, u;, u,)/I ou I est un idéal contenant u,u,; et |u,| =
luy| = 5.

On définit le morphisme B8: H*(T, Q) —> H*(S, Q) par B(z;7) = u,i =1, 2.

Ona H(T,Q)=0,1<p <4etH?(S,Q) =0,p>1.

Le Théoréme 3.1.5 prouve qu’il existe une application continue f: So—
(S°vs 5)Q telle que f* = B; bien que S ne soit pas formel.

CHAPITRE IV. LA SUITE SPECTRALE D’EILENBERG-MOORE

1. Etude d’une suite spectrale définie sur un produit tensoriel #ADGC. Soient
(A4,d,), (4’,d,) et (C,d.) trois algebres différentielles graduées c-connexes, et
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soient a: (A4,d,)—>(4’,d,), v: (4,d,)— (C, d,) des morphismes d’ADGC. On
suppose que a* est injectif en degré 1.
Soit

HA4) S H(A')
) T’
(AZ,d) &> (AZ®AX,d) 5 (AX,d")

le modéle minimal bigradué de a*, et soit

3

(A, d,q) d (A” dA’)
L 4) X:d
(AZ,D) < (AZ®AX,D) 5 (AX,D")

le modéle filtré de a.

Le (AZ, D)-produit tensoriel des ADGC (C, d,) et (AZ ® AX, D’), noté (C, d,)
®z py(AZ ® AX, D) est isomorphe 4 (C ®,AX, A").

Sice C,r E AXet

n
D'(1®v)=1®D"v+ 2 a®uv,

i=1
avecq; E A*Z,v,E AXpouri=1,...,n0na
A(c®v)=d(c)®0v+(~1)[c®D"v+ 3 cyr(a) ® o].
On définit une bigraduation sur C ®, AX par
(CR®AX) ™M =[C®(AX),]""
et une filtration décroissante par
FPACOAX)= > (C®AX) ™ =3 C®(AX), sip >0,
n>-p F+I _ 0 n<p
On remarque que A’ préserve la filtration et augmente le degré total de C ® AX

(égal au degré supérieur) de + 1. Cette filtration définit une suite spectrale (E,, d;)
de k-algebres située dans le second quadrant.

THEOREME 4.1.1. La suite spectrale (E,, d)) a les propriétés suivantes:

() E;gP"=(C®AX),) Petdy=d, ® 1.

(2) E;? = H*(C) O, (AX),.

L’isomorphisme défini par: ®(c @ u ® v) = cy*p(u) ® v (ou ¢ € H*(c), u €
AZ, v € AX) entre (H*(C),0)®z 4 (AZ ® AX, d'), d) e H*(C)® AX
détermine une différentielle 8’ = ®d® "' sur H*(C) ®, AX,etonad, = §'.

3) 1211 E =E_=Gr H¥{(C ® AX, A).

DEMONSTRATION. Si v € (AX),, on peut décomposer D'v:

n
Dv=1®dv+1®0v + > a®uv+ > a'®uv/+> a”" v

i=1
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ouv' €2, ,_,(AX),, a € ATZ, v] € (AX),_,,

p—1
Sa®v eSS (AZ,®AX),_1_;, Sa'®v’ € S (A*Z ®AX),

Jj=1 n<p-—-2
Onadv=10d"v+22a/ Qv+ 2a’ v/.
M(c®v)=d(c)®v+ (~D[c®d"v+c®v]

F (DS (@) @ of + T eyn(@) @ of + T eyn(a”) @ o]
De 14, on déduit facilement le théoréme.

THEOREME 4.1.2. Soient (A, d,) et (A', d,.) deux ADGC c-connexes sur un corps k
et o un morphisme (A, d,) — (A’, d,.) tel que a*" soit injectif. Soit (AZ, d)<>(AZ ®
AX,d’) L (AX, d") le modéle minimal bigradué de a*, et soit

(4,d,) 5 (4, d,)
L4) X
(AZ,D) 5> (Az®Ax,D) 5% (Ax,D")

le modéle filtré de a.

La filtration décroissante F~?(AX) =2, ,(AX),sip > 0, F *1 = 0 définit sur
(AX, D") une suite spectrale d’ADGC telle que:

() E; 77 = HI"P(AX,d").

) li_r)n E = H*(AX, D").

La démonstration est analogue a celle du Théoréme 4.1.1.

REMARQUE. Des théorémes d’isomorphie entre deux modeles filtrés d’une méme
application, il résulte que la définition de la suite spectrale est indépendante du
modéle filtré choisi pour la construire.

2. Lien avec la suite spectrale d’Eilenberg-Moore. On fixe un corps k de
caractéristique 0.

Dans [16] ou [18], on trouvera la définition de résolution projective propre d’un
A-module différentiel gradué a gauche M ou A est une k-algebre différentielle
graduée connexe (pas nécessairement commutative). Si ...—> M""' 5 M”
— -+ - = M%-> M -0 est une telle résolution indexée par les entiers négatifs, on
considére le A-module différentiel gradué D(M) = @ ,, M™ muni de la différ-
entielle totale. Si N est un A-module différentiel gradué a droite, on considere le
A-module différentiel gradué N ® , D(M) dont la cohomologie H(N ®, D(M))
est appelée Tor dif,, (N, M).

Munissons le A-module différentiel gradué N ® , D(M) de la filtation décrois-
sante F (N ®, D(M)) = @ ;5 _, (N ®, D(M)"*) si p>0, F*' =0. La
différentielle de N ® , D(M) préserve cette filtration et on a

F™?(N ®, D(M)) = S (F~»(N ®, D(M)) n (N ®, D(M))").

11 en résulte une suite spectrale (E,, d,) et on a le théoréme algébrique d’Eilenberg-
Moore:
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THEOREME 4.2.1 [7]. Soit A une k-algeébre graduée connexe, soit M un A-module
différentiel gradué a gauche et soit N un A-module différentiel gradué a droite. Alors
il existe une suite spectrale de A-modules (E,, d,) appelée suite spectrale d’ Eilenberg-
Moore du triplet (A, N, M) telle que

() E; 7 = Torfys((H(N), H(M)) si p > 0,

(ii) li_1>n E, = Gr(Tor dif ,(N, M)),

(iii) si A' = 0, E, = Tor dif \(N, M).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme fondamental qui permet de
comparer la suite spectrale étudiée au §1 et la suite spectrale d’Eilenberg-Moore.

On se donne trois ADGC connexes sur un corps k: (4, d,), (4°,d,), (C,d,) et
des morphismes ’ADGC a: (4, d,) —» (A’, d,), v: (4, d,) - (C, d,), et on suppose
que a*' est injectif. On considére A’ comme un A-module différentiel a gauche (au
couple (a, a’) on associe a(a)a’ ou a € A, a’ € A’), on considére C comme un
A-module différentiel a droite (au couple (¢, a) on associe cy(a) ou a € A4, ¢ € C).
La suite spectrale d’Eilenberg-Moore du triplet (A4, C, 4’) est alors une suite
spectrale de A-algébres commutatives.

THEOREME 4.2.2. La suite spectrale d’ Eilenberg-Moore du triplet (A, C, A’) peut
étre identifiée, par un isomorphisme de k-algébres différentielles bigraduées, a partir
du terme E,, a la suite spectrale définie au §1 sur (C ®, AX, A’) et vérifiant les
conclusions du Théoréme 4.1.1.

COROLLAIRE 4.2.3. (i) On a un isomorphisme d’algébres graduées: Tor dif ,(C, A")
= H*(C ® AX, A"). (Cet isomorphisme sera décrit dans la Proposition 4.3.4.)
(ii) On a un isomorphisme d’algébres bigraduées

Tor yeuy(H*(C), H*(A’)) = H*(H*(C) ® AX, 8").

REMARQUE. Le Théoréme 4.2.2 prouve a posteriori que la suite spectrale définie
au §1 a partir des ADGC (4, d,), (4’,d,), (C, d,) est indépendante du modéle
filtré choisi.

La projection e: A —- k = A/A* fait de k un A-module différentiel & droite et
on a un cas particulier du Théoréme 4.2.2:

THEOREME 4.2.4. La suite spectrale d’Eilenberg-Moore du triplet (A, k, A’) peut
étre identifiée, a partir du terme E,, par un isomorphisme de k-algébres différ-
entielles bigraduées, a la suite spectrale définie sur (AX, D") par le Théoréme 4.1.2.

On a un isomorphisme d’algebres graduées

Tor dif ((k, A’) = H*(AX, D").
On a un isomorphisme d’ algébres bigraduées

Tor yea)(k, H*(A')) = H*(AX, d”).
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Rappelons que dans [7], Eilenberg et Moore définissent une suite spectrale
associée a un fibré image réciproque d’un fibré de Serre:

F = F
l !
E'=B x,E — E
fl Vf
B % B

ou tous les espaces sont connexes par arcs.

Si k est un corps de caractéristique 0 fixé, ils considérent I’algébre C*(B, k) des
cochaines simpliciales sur k et regardent les algébres C*(B’, k) et C*(E, k) comme
des C*(B, k)-modules différentiels. Ils appliquent alors le Théoréme 4.2.1 au triplet
(C*(B, k), C*(B’, k), C*(E, k)). Cette suite spectrale est appelée la suite spectrale
d’Eilenberg-Moore du carré fibré. Si B’ est réduit 4 un point, alors E’ = F et la
suite spectrale du triplet (C*(B, k), k, C*(E, k)) est appelée la suite spectrale
d’Eilenberg-Moore du fibré F — E — B.

Un des résultats fondamentaux de cet article est:

THEOREME 4.2.5. Soit F — E —> B un ﬁbre de Serre et soit B'S> B une application

continue. On note F > E' = B’ Xz E —> B’ le fibré image réciproque. On se fixe un
corps k de caractéristique 0. On suppose que tous les espaces sont connexes par arcs et
que les hypothéses du Théoréme 1.7 sont vérifiées. Alors

(1) La suite spectrale d’Eilenberg-Moore est isomorphe, par un isomorphisme de
k-algébres différentielles btgraduees, a parttr du terme E,, a la suite spectrale définie

au §1 sur les ADGC A(B’ ) <— A(B) —> A(E ) et vérifiant les propriétés du Théoréme
4.1.1.
(ii) La suite spectrale d’ Eilenberg- Moore du carré fibré est telle que

E, = Tot,yu5. 1) H*(B', k), H*(E, k)) = H*(H*(B’) ® AX, 8"),
lim E, = Gr H*(E', k).

r

Si B est simplement connexe, E, = H*(E’, k).

REMARQUE 4.2.6. L’intérét du Théoréme 4.2.5 est d’une part, de donner une autre
démonstration, du fait que la suite spectrale d’Eilenberg-Moore converge, dans le
cas simplement con.iexe, vers H*(E’, k), et d’autre part de donner une méthode
explicite de calcul des termes (E,, d,) de cette suite spectrale.

THEOREME 4.2.7. Soit F— E —f> B un fibré de Serre vérifiant les hypothéses du
Théoréme 1.6. Si f*: H*(B, k) » H*(E, k) a pour modéle minimal bigradué (AZ, d)
—>(AZ ®AX,d)—>(AX,d") et si f a pour modéle filtré (AZ, D) >(AZ ®
AX, D) - (AX, D"), alors:

(1) La suite spectrale d’ Eilenberg- Moore du fibré est isomorphe, a partir du terme
E,, par un isomorphisme de k-algebres différentielles bigraduées, a la suite spectrale
définie au Théoréme 4.1.2 sur (AX, D").
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(ii) La suite spectrale d’ Eilenberg- Moore du fibré est telle que
E, = Tor . 1k, H*(E, k)) = H*(AX, d"),
lim E, = Gr H*(F, k).

Si B est simplement connexe, E, = H*(F, k).

EXEMPLE 4.2.8. Soit B un espace simplement connexe, de modéle filtré (AZ, D).
Alors il existe une suite spectrale ’ADGC telle que E, = Torg.p 1k, k) = AZ
(ouZzr =2t sim>1,p>1)

E, = H*(B, k).

C’est la suite spectrale d’Eilenberg-Moore du fibré QB — EB—f>(B, by) ou Ej est
I’espace contractile des chemins d’origine by, et I’application f envoie un chemin sur
son extrémité.

REMARQUE 4.2.9. Dans [16], L. Smith cherchait a décrire la filtration F "?H*(E’)
provenant de la filtration d’Eilenberg-Moore. Le Théoréme 4.2.5 permet de donner
une expression simple de la filtration F "PH*(E’) décrite au §1 et isomorphe (au
sens des algebres filtrées) a la filtration précédente. on a

F~PH*(E') = {[a]|a € Ker A’ N %, A(B) ® (AX),,}.

En particulier, F°H*(E’) s’identifie 4 I'image de H*(B’) ®, H*(E) dans H*(E’)
par I'application naturelle déduite du carré fibré.

3. Démonstration des Théorémes 4.2.2 et 4.2.5. On démontre d’abord le
Théoréme 4.2.5 en supposant connu le Théoréme 4.2.2.

Compte-tenu de la définition de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore d’un carré
fibré et du Théoréeme 4.2.2, le (i) du Théoréme 4.2.5 sera prouvé si on montre que
les suites spectrales d’Eilenberg-Moore des triplets (C*(B, k), C*(B’, k), C*(E, k))
et (A(B), A(B’), A(E)) sont isomorphes a partir du terme E,, en tant que k-
algebres différentielles bigraduées.

Au foncteur C*(,, k), on peut associer une k-ADG simpliciale C, définie par
(Co), = C*(A(n), k) ou A(n) est le n-simplexe euclidien type. De plus ([5], [14]), on
associe a toute k-ADG simpliciale D, un foncteur D,(.) de la catégorie des
ensembles simpliciaux dans celle des k-algeébres différentielles graduées. Le
foncteur C,(.) est isomorphe a C*(., k). Le foncteur A(.) de Sullivan est le foncteur
associé a la k-ADG simpliciale 4, = Aq ®qg k ou (4g), est 'espace des formes
différentielles polyndmiales sur le n-simplexe A,. Les inclusions de k-ADG simpli-
ciales i1 A, 5> A4, ®C, et j: C,—> A, ® C, définissent des transformations
naturelles de foncteurs

i(.): A() = (4, ® C)() = D(),
J(): C*( k) > (4, ® C)() = D().
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Par définition d’une transformation de foncteurs, on a les diagrammes com-
mutatifs suivants:

4By P 4w 9D aE)
i(B)] Li(B) Li(E)
p&)y X pmey L bpE)
Bk L ok S CHE K
LJi(B') LJ(B) VJ(E)
pay 2 pm P b

D’aprés le Théoréme II1.3 de [14], toutes les fleches verticales sont des isomor-
phismes en cohomologie. Le Corollaire 1.3 de [16] permet de conclure.
Montrons (ii). Soit

aB) L oaE > A
N T¢ Ta

A(B)® AU - AU
le modéle minimal de A(f) donné par le Théoréme 1.3.

D’aprés le Théoréme 1.7, on a un diagramme commutatif dont les fléches
verticales sont des quasi-isomorphismes:

ay P A(E) ~  A(F)

I To Ta

I
A(B) ®, AU

D’autre part, le diagramme suivant dont les fléches verticales sont des quasi-iso-
morphismes:
A(B) - A(B) ® AU - AU
T"T T"T’ Tﬂ”
(AZ,D) - (AZ®AX,D’) - (AX,D")
induit un diagramine commutatif:
Il T Ta”
A(B,) e d A(B’) ®(AZ,D) (AZ ® AX, D’) - (AX, D”)
Les théorémes d’isomorphie de [11] impliquent que #}* est un isomorphisme et
donc:
H*(A(B) ® AX, A') = H*(E’, k). C.Q.F.D.

La démonstration du Théoréme 4.2.2 est longue.
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Les grandes lignes de cette démonstration sont le mémes que celles de [12, §7].
On utilise deux filtrations sur la bar construction (la filtration d’Eilenberg-Moore et
une filtration liée a la structure filtrée du modéle) qui donnent le méme terme E,.
On définit ensuite un morphisme d’ADGC o: (B,,(C, AZ ® AX), V) > (C ®
AX, A’) distinct de celui utilisé par Halperin et Stasheff, et on montre, par une
méthode différente de celle de [12], que o* est un isomorphisme, puis que ¢ induit
un isomorphisme de k-algébres différentielles bigraduées entre le terme E, de la
suite spectrale définie sur la bar construction et le terme E, de la suite spectrale
définie sur (C ® AX, A’) au §1.

Rappelons que la construction de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore d’un
triplet (A, N, M) repose sur I’existence d’une résolution projective propre appelée
la bar construction [16], [18).

Soient (4, d,), (4’,d,), (C, d,) trois ADGC connexes sur un corps k et des
morphismes ’ADGC a: (4, d,) - (4’,d,), v: (4, d,) = (C, d,).

On pose A* = {a € A| |a| > 0} et on définit pour n > 0

B(A,A)=AQ, A*®--- QA" R A"
n fois
B,"(4,A4) a une structure de k-espace vectoriel gradué comme produit
tensoriel d’espaces gradués et a une structure naturelle de 4-module a gauche. On
définit une différentielle de degré +1 sur B, "(4, A’) qui en fait un A-module
différentiel, et une application A4-linéaire de modules différentiels 9;: B;"(4, 4")
— B,"*1(4, A’) pour n > 1. On montre:

LemME 4.3.1 [16).
at
o BIA, AN S BN A, A) > - o> BY(A,4) DS A0

est une résolution projective propre du A-module différentiel a gauche A’ (ou
e(a ® a’) = a(a)a’).

On remarque que C ®, B (C,A)=~C®A* ®, A, ce quon notera
BLNC, A).

On pose B ,(C, 4") = D 50 B"(C, 4.

Un élément c ® g, ® - - - Qa, ® a’ de B "(C, A’) est noté c[a| ... |a,]a’ ou
ceCa €A, a EA.

Son bidegré est (—mn, |c| + 27_, |a| + a’), son degré total est donc |c| +
2 (gl = D+ |a.

Pour tout élément c[q,| . . . |@,]a’, on définit s(0) = |c| et
s()=lc|+ 2 (la|l - 1), i€[L...,n]
j<i

On munit le complexe C ®, (B, B;"(4,A)) = B,(C, A’) du A-produit
tensoriel de d, et de la différentielle totale de @, B "(4, A’). Soit V la différ-
entielle sur B ,(C, 4’),ona V= d, + dg, avec
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dl(C[all - |a,,]a') = dc(C)[all e lan]a’ + é (__l)s(i—l)

i=1

clay]...ldal...|a,]a + (- 1)’(")c[a,| .. a,]dya.
dg(c[ay] ... la,)a) = (~ l)'°'+'°'|cy(a,)[a2| e, )a
n—1
+ 21 (- l)’(')c[a,| gl .. a,]a
+(=1)Pc[a)|- - - |a,_,]a(a,)a

(ouce C,aq, €A ,i=1,...,na €A4).

(B ,(C, 4'), V) s’appelle la bar construction du triplet (4, C, A’). On filtre
B ,(C, A’) ainsi: F 7D ,(C, A’) = {c[ay| .. .|a)a’,n < p}, F*' = 0.

D’aprés le Théoréme 4.2.1, cette filtration définit la suite spectrale d’Eilenberg-
Moore (E;, d) du triplet (4, C, A’) et on a Tor dif , (C, A) = H*(B (C, A’), V).

Le terme E, est égal a la cohomologie de la bar construction du triplet
H*(C) & H*A) S H*(4)).

LeMME 4.3.2 [18]. (i) (B,(C, A), V) a une structure de k-algébre différentielle
graduée commutative augmentée. L’ augmentation est définie par e: B ,(C, A")— k
otie(\a,|...|a,Jn) =0sin> LeA®p) =My, siAE k,p Ek,a, € A".

(ii) Si A' = 0, alors B ,(C, A") est connexe.

LEMME 4.3.3. Soient (A, d,), (A',d,), (A", d,.), (B, dg), (B, dg), (B”, dg.) des
ADGC connexes sur un corps k. On suppose que (B, dp) est une K-S algébre libre. On
suppose donnés des morphismes d’ADGC A” Py :>A’, B” <——Bf> B’ et des quasi-
isomorphismes m: B — A, n': B —> A’, n": B” — A" tels que

(1) am est homotope a ©' B,

(ii) a’7 est homotope a ©" 3.

Alors les suites spectrales d’ Eilenberg-Moore des triplets (A, A", A") et (B, B”, B’)
sont isomorphes, a partir du terme E,, par un isomorphisme de k-algébres différ-
entielles bigraduées décrit ci-dessous.

DEMONSTRATION. Le lemme est vrai dans le cas ou ar = #’B et a’w = #” B’, car
on définit un morphisme 'ADGC B (7", 7'): Bz(B”, B) —> B (A", A’) par

B, (n", 7)(b"[by] . . . 1B,]b) = 7" (6") [ (B - - . la(b,) ]7'(H)

onb,e B*,i=1,...,n b € B,b" € B”".

Ce morphisme induit un morphisme entre les termes de degré i des suites
spectrales, noté (B, (n", 7)), et (B, (v", 7)), = B,.(7"*, 7'*) est un isomor-
phisme.

Dans le cas général, on se raméne a des diagrammes commutatifs:

Par définition de I’homotopie, il existe un morphisme d’ADGC ¢: B! — A’ tel
que ¢pAg = am, A, = 7' . ‘

De méme, il existe un morphisme ¥: B/ — 4" tel que YA, = a’'m, YA, = 7" B’
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On applique alors la premiére partie de la démonstration aux trois diagrammes
commutatifs:

4 & B 5 g
ﬂ” AIT 7’/
B” f— B £> B’
PR IR
pid Mo fid
¥ho PAo
A" <« B - A

4 & 4 5 4
idp -\ 1id
o oo
A" B > A" CQ.FD.

Revenons aux données du Théoréeme 4.2.2, construisons le modéle minimal
bigradué de a*:
H(4,d) 5 H(A', d,)

) T’
(AZ,d) —> (AZ®AX,d) - (AX,d")

et le modéle filtré de a:
(4,d,) > (4, d,)
71 'l
(AZ,D) > (AZ®AX,D) - (AX,D").

D’apreés le Lemme 4.3.3, la suite spectrale d’Eilenberg-Moore du triplet
(A4, C, A’) est isomorphe a celle du triplet (AZ, D), (C,d.), (AZ ® AX, D’)). On
pose Y = ym: (AZ, D) - (C, d,).

PROPOSITION 4.3.4. L’application o: (B,(C, AZ ® AX), V) - (C ®, AX, A
définie par 0 = 0 sur B;3(C, AZ @ AX) sin>0; o(c ® u ®v) = cy'(u) ® v si
c € C,u€ AZ, v € AX, est un quasi-isomorphisme d’ADGC.

COROLLAIRE. On a
Tor dif ,(C, A4") = H*(B,(C, A’), V) = Tor dif,, ,(C, AZ ® AX)
= H*(B,-(C,AZ ® AX), V) = H*(C ® AX, A).

COROLLAIRE. On a
Tor dif ,(k, A") = H*(B® ((k, A’), V) = Tor dif, ,(k, AZ ® AX)
= H*(B,z(k, AZ ® AX), V) = H*(AX, D").

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.3.4. On vérifie facilement que ¢ est un
morphisme d’ADGC. Montrons que o* est un isomorphisme.
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Soit ,%AZ(C, AZ) la bar construction sur le triplet d’ADGC

(G, d) Z—(AZ, D) f)(AZ, D) et V, la différentielle totale correspondante. L’inclu-
sion

Ji(Brz(C,AZ), V) 5> (B2(C, AZ ® AX), V)

définie par j(c[a,| . .. |a,Ju) = c[a)| ... |a,Ju® 1sic € C,q, € A*Z, u € AZ est
un morphisme d’ADGC.
On définit une projection

7: (Brz(C, AZ ® AX), V) - (AX, D")

par ¢ = 0 sur @, B "(C, AZ ® AX) et sur B, (C,AZ® AX)=C ®AZ
® AX, q est la projection canonique. On vérifie que g est un morphisme d’ADGC.

On définit une application ¢: (B,,(C, AZ), V) > (C,d) par ¢ =0 sur
Do B(C, AZ) et ¢(c ® u) = cy'(u) si ¢ € C, u € AZ. On vérifie que ¢ est
un morphisme d’ADGC. Alors

(Brz(C, AZ), V) 5 (Bal(C,AZ ®AX), V) 5 (AX,D")
ol lo id (*)
(C, d) < (C ® AX, A) 2 (Ax,D")

(ou i est l'inclusion et p la projection) est un diagramme commutatif de K-S
extensions d’algébres augmentées.

Si on montre que ¢* est un isomorphisme, on aura H O(%AZ(C, AZ), Vy) =
HY(C, d,) = k. De la, on déduit que HY(B ,,(C, AZ ® AX), V) =

Les ADGC figurant dans le diagramme (*) sont donc toutes c-connexes, les
théorémes d’isomorphisme de [11] montrent que si ¢* est un isomorphisme, alors
o* sera un isomorphisme.

Filtrons (C, d,) par F?(C) = Csip > 0, F*%(C)=0siqg >0,0ona E;? = E?
= H*(C,d.)etd, = 0sii > 1 dans la suite spectrale induite par cette filtration.

Filtrons ®,,(C, AZ) par la filtration d’Eilenberg-Moore. On a E,”? =
Tor,,,.( AZ)(H *C), H ‘(AZ )) dans la suite spectrale d’Eilenberg-Moore, donc on a
E;?7=05sip>0 et EQ= H*C) ®yeazyH*(AZ) et le morphisme ¢, = ¢3:
E? - H*(C) est donné par

#3([¢] ®peazy [A]) =[c]Y*[A] sic € C,AEAZ.

Ceci montre que ¢, est un isomorphisme, et donc que ¢* est un isomorphisme car
les filtrations sont dans le second quadrant.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 4.3.4.

On a déja montré que la suite spectrale définie au paragraphe 1 et la suite
spectrale d’Eilenberg-Moore avaient méme terme E .

Comme le morphisme ¢ ne préserve pas les filtrations, on va définir une nouvelle
flltratxon sur B, ,(C, AZ ® AX) notée FP, telle que o(F YCFP(CO®AX)et
F~? c F~7. On aura des homomorphlsmes 0;: E — E; induits par o et des
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homomorphismes O,: E, — E, induits par I'identité sur ® az(C, AZ ® AX). On
montrera que pour i = 2 (et donc i > 2) ces homomorphismes sont des isomor-
phismes.

On définit une trigraduation sur %,,(C, AZ ® AX) de la maniére suivante:
soientc € C*, q, € (AZ) ™ ™% = (AZ)i™%pour i=1,...,1

U€e(AZ QAX) ™ =(AZ ® AX),, ",

alors I’élément c[a,| - - - |a)U a pour tridegré: (—/, -Z'_, m, + m,s + Z\_, ¢, +
r).
Ona
%AZ(C» AZ ® AX) = 2 %—1’_""7.
150
n>0
q>0

On pose
FPB,,(CLAZOAX)= 3 B hm»

l+n<p
sip>0et F*'=0. On remarque que F 7 = Sicp, B7H** et donc que ) N
Fr.
La différentielle V préserve la filtration F~P, et on construit une suite spectrale
notée (E,, d;).

PROPOSITION 4.3.5. La suite spectrale (E,-, (2,-) vérifie:
(1) Eg? =24, BRET"*(C, AZ ® AX);

t?o(c[a,| . |aJU) = d(c)[a] ... |lq]U
sice C,aq, € ATZ, U € AZ ® AX.
2) E," =~ Bz o(H*(C), (AZ ® AX, d")) ou H*(C) est consi?éré comme un
(AZ, d)-module différentiel a gauche grace a y*p. La différentielle d, est égale a la
différentielle totale de la bar construction associée au triplet

(H*(C), 0) <X (AZ, d)->(AZ ® AX, d').

PROPOSITION 4.3.6. Le morphisme o défini dans la Proposition 4.3.4 est tel que
o(F~?) C F~* et le morphisme induit o,: (E,, d,) — (E,, d;) est un isomorphisme.

PROPOSITION 4.3.7.Ona F~? c F~7 et le morphisme O, induit par I’identité, de
(E,, d,) dans (E,, d,), est un isomorphisme.

Ces 3 propositions se démontrent aisément en généralisant les méthodes
employées dans [12] pour démontrer le Théoréme 7.14.

La démonstration du Théoréme 4.2.2 est ainsi achevée.

REMARQUE 4.3.8. Le Lemme 4.3.3 permet de donner un énoncé un peu différent
du Théoreme 4.2.5. Si §': (AUg, dg) — A(B’) est le modéle minimal de B, il existe
un morphisme d'ADGC 0: (AZ, D) — (AU, dy) tel que ¢'O soit homotope a
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A(g)m; eton a

THEOREME 4.3.9. Soit un carré fibré

F = F

l )

E S E
fl Vf
B % B

satisfaisant aux hypothéses du Théoréme 4.2.5.

Alors la suite spectrale d’Eilenberg-Moore du carré fibré est isomorphe, comme
suite spectrale d’algébres graduées différentielles a la suite spectrale définie au §1 sur
(AUg, dg) ®pz py(AZ ® AX, D) =~ AUy ®, AX munie de la différentielle A’
correspondante.

4. Applications du théoréeme fondamental 4.2.5. On dit qu’une suite spectrale
(E,, d;) collapse au mi¢me terme si d; = 0 pour touti > m.

Si la suite spectrale est dans le second quadrant, et si elle collapse au miéme
terme, alorsona E, = E .

Rappelons que si FLE —f> B est un fibré de Serre dont les espaces sont connexes
par arcs et si B est simplement connexe, si k est un corps commutatif, on définit
une suite spectrale appelée suite spectrale de Serre du fibré dont le terme E, vérifie
EY? = HP(B, k) ® HY(F, k) et E_ = Gr H*(E, k).

Si H*(F, k) ou si H*(B, k) est de type fini, Serre montre que la suite spectrale
collapse au terme E, si et seulement si j* est surjective.

] S
PROPOSITION 4.4.1. Soit un fibré de Serre F LELB dont les espaces sont
connexes par arcs, B simplement connexe. On suppose que H*(F, k) ou H*(B, k) est
de type fini. Soit

H*B) 5 H*(E) 5 HMF)

et To’ To”
(AZ,d) - (AZ®AX,d) - (AX,d")
le modéle minimal bigradué de f* (ou p” est induit par p'); soit (AZ, D) - (AZ ®
AX, D) > (AX, D") le modéle filtré de f.
Alors si H (AX, d") = 0, la suite spectrale de Serre collapse au terme E,.

DEMONSTRATION. Si H,(AX, d”) = 0, le terme E, de la suite spectrale d’Eilen-
berg-Moore du fibré vérifie E~2“’ = (0 si p > 0; ce qui implique que E~;” =0 si
p>0et EQ = E? = H*(AX, D"); donc H*(AX, D") = {[a] € H*(AX, D")|a €
AX,}. On définit ainsi une surjection s: Hy(AX, d"”) - H*(AX, D”) induite par
'identité de AX,. De plus, on a #”*s = p”*, ce qui entraine que p”* est surjective,
puis que j* est surjective. Le théoréme de Serre permet de conclure.

i f
PROPOSITION 4.4.2. Soit un fibré de Serre F L EL B dont les espaces sont
connexes par arcs, B simplement connexe et H*(F, k) est de type fini. Supposons que
la suite spectrale de Serre collapse au terme E,, alors
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() H, (AX,d")=0et p"*: H(AX, d") — H*(F) est un isomorphisme.

(1) (AX, D") est le modeéle filtré de la fibre F.

(2) La suite spectrale d’ Eilenberg- Moore du fibré collapse au terme E~2, E{" = 0si
p > 0 et le morphisme naturel d’algébres graduées k @ yop 4y H*(E, k) - H*(F, k)
est un isomorphisme.

(3) Pour tout espace connexe par arcs B’ et toute application continue g: B’ — B, la
suite spectrale d’ Eilenberg- Moore du carré fibré:

F = F
l )
B Xz, E=E - E
fl Vf
g
B’ - B

collapse au terme E~2; de plus on a E~2"" =0 si p>0, et le morphisme naturel
d’algéebres graduées: H*(B', k) @ yu(p 1y H*(E, k) — H*(E’, k) est un isomorphisme.

4) Pour tout espace B’ simplement connexe et toute application continue g: B’ - B,
la suite spectrale de Serre du fibré image réciproque F— E’' = B' X g E— B’
collapse au terme E,.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord (3): on sait, d’aprés un théoréme de Leray-
Hirsh [3], que si la suite spectrale de Serre collapse, f* munit H*(E, k) d’une
structure de H*(B, k)-module libre. Dans la suite spectrale d’Eilenberg-Moore du
carré fibré, on a Ez Torf,.(B)(H‘(B ), H*(E)), donc E2 P=0,sip#0. Cctte
suite spectrale collapse donc au terme E2 et de plus E_ £ = E = H¥E', k) =

= H*(B’) ® 3 H*(E). Le (2) est une conséquence de (3) en prenant B’ redu1t a
un point.

Montrons (1). D’aprés le Théoréme 4.2.2, on sait que E{” = HP(AX ,d"), donc
ona H_(AX,d”) = 0. Si la suite spectrale de Serre collapse, j* est surjective, donc
p”* est surjective. Pour tout n > 0, p”*" est une application surjective entre espaces
de méme dimension, donc c’est un isomorphisme.

Montrons (4). D’aprés (3), H*(E’, k) est un H*(B’, k)-module libre, donc, dans
la suite spectrale d’Eilenberg-Moore du fibré F— E’—B’, on a E;? =
Torfepy(k, H*(E")) = 0 si p > 0. La Proposition 4.4.1 appliquée a ce fibré donne
le résultat. _

REMARQUE 4.4.3. Soit un fibré de Serre F LE i) B vérifiant les hypothéses du
Théoréme 1.6. On suppose que E et B sont formels et que f est formelle. Les
résultats du Chapitre II montrent que si f* a pour modéle minimal bigradué
(AZ,d)—> (AZ ® AX, d’), on a un diagramme commutatif dont les fléches verti-
cales sont des quasi-isomorphismes

ay Y A(E) D)

WT T"T’ Tﬂ”
(AZ,d) — (AZ®AX,d) — (AX,d").

Ceci n’implique pas que F est formel.
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Cependant, soit un fibré F — E—f>B tel que E et B soient formels et f soit
formelle, alors #”: (AX, d”) - A(F) est le modéle minimal de la fibre. Posons

JAX)Y = (AX) _,, nous vérifions que, suivant la définition de [2], la fibre F a un
systéme de poids positifs.

THEOREME 4.4.4. Soit F2> E i) B un fibré ou les espaces sont connexes par arcs, B
est simplement connexe, H*(F, k) ou H*(B, k) est de type fini. Supposons que les
espaces E et B soient formels et que f soit formelle. Si la suite spectrale de Serre
collapse au terme E,, alors la fibré F est formelle.

DEMONSTRATION. Il résulte de la formalité de f, et de la Proposition 4.4.2 que
(AX, d”) est le modéle minimal bigradué de H*(F) et le modéle filtré de F.

Citons enfin quelques applications du théoréme fondamental dont certaines ont
été obtenues par des méthodes différentes.

PROPOSITION 4.4.5. Soit un carré fibré

F = F
l l
E =B X,E — E
£l Vf
B s B

vérifiant les hypothéses du Théoréeme 1.7.

Supposons que les espaces E, B, B’ soient formels et que les applications f et g
soient formelles, alors la suite spectrale d’ Eilenberg- Moore du carré fibré collapse au
terme E,; de plus on a:

H*(E’, k) = Tor e, x(H*(B', k), H*(E, k)).

REMARQUE 4.4.6. La conclusion de la Proposition 4.4.5 peut étre fausse si I'une
des applications f ou g n’est pas formelle. En effet, soit la fibration de Hopf:
Sl 83 1» S2, elle n’est pas formelle. On calcule facilement le modéle filtré de f.
La suite spectrale d’Eilenberg-Moore du fibré est isomorphe, gréce au Théoréme
4.2.2, a une suite spectrale (E,, ,) définie sur (AX, D”) telle que E; 2 ~ k, Ed~k
et d, est un 1somorph1sme de E; % sur EJ.

Soit G — P—> B un G-fibré principal de classe C* dont le groupe structural est
un groupe de Lie G compact connexe et la base B est un C-W complexe de type
fini. On sait [10] que ce fibré peut étre considéré comme I'image réciproque du fibré
universel G —» E; — B; par une application continue g: B — Bj;. De plus, g*:
H*(Bg, R) > H*(B, R) est égal a 'homomorphisme de Weil Ag.

On a H*(G,R) = E(P;), H*(Bs, R) = S(Q;) ou QG = 2" I soit T une
transgression: (Pg)>" ™' 5 (Qg)*".

THEOREME 4.4.7. Soit G —> P—>B un tel G-fibré principal dont la base B est
formelle. Alors on a
H*(P, R) = Tory.p_ ry (H*(B, R), R) = H*(H*(B) ® E(Pg), §")
ot 8yepy = 0, 8'(u) = hgrg(u) si u € Pg.
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DEMONSTRATION. C’est une conséquence des Théorémes 4.2.5 et 4.4.5.

THEOREME 4.4.8. Soit G — Pi) B un G-fibré principal tel que G est un groupe de
Lie compact connexe, et B est un C-W complexe de type fini. Si [I’idéal
(Im hg). H*(B) peut étre engendré par une suite réguliére de m éléments homogénes
de H*(B, R), alors on a un isomorphisme de k-algébres graduées:

H*(P,R) =[ H*(B)/ (Im hg).H*(B)] ® E(P;)
ou P(; est un sous-espace vectoriel de P; de codimension m.

DEMONSTRATION. Soit (ay, . . ., a,) une suite réguliére de générateurs de I'idéal
engendré par Im hg . Quitte 4 faire un automorphisme sur H*(B) ® E(Pg), on peut
toujours supposer qu’il existe un systéme libre de vecteurs de Pg, (v,);¢;cm tel que
a; = hgr;(v;). Soit P/ un supplémentaire dans P; du sous-espace P; engendré par
les vecteurs (v)); ¢ic - SOt (1)), 5+ Une base de Pg.

Reprenons les notations et les conclusions du Théoréme 4.2.5. Comme Im hg est
engendré par (a,,...,a,), il existe, pour tout i > m + 1, des €éléments a; €
Ker dg et b; € A(B) tels que

N1®uv)=2 (0 ®1)A(1®v) + dh, @1,
j=1

pour touti > m + 1. A l'aide d’un automorphisme d’ADGC respectant la filtration
de A(B) ® E(P;), on peut supposer que A'(v) =0 pour i >m + 1. La
sous-algébre A(B) ® E(PZ) est une sous-algébre différentielle graduée filtrée
lorsqu’on la munit de la restriction de la différentielle A’ et de la filtration induite.
De plus, on a

H*(P,R) = H*(A(B) ® E(P%), A) ® E(P;).
La filtration de (4(B) ® E(P(), A’) définit une suite spectrale dont le terme E, est
H*(B) ® E(Pg) et d\(v,) = hgrs(v). Par hypothese, (4,(v)),cic,, forment une
suite réguliére d’éléments; le théoréme principal de [13] (qui reste vrai si H*(B)
contient des éléments en degrés impairs) implique que

E;? = H,(H*(B) ® E(P}),d,) =0 sip#0,
EJ = Hy(H*(B) ® E(P;), d\) = H*(B)/ (d\0), ;<

Cette suite spectrale collapse donc au terme E,, et de plus on a un isomorphisme
d’algébres graduées:

E? ~ H*(A(B) ® E(PY), &).
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